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Les propriétés générales des équations et les ques- 
tions d'Analyse qui s’y rattachent ont été développées 
dans le tome I°' de cet Ouvrage; 1l nous reste à traiter 
de la résolution algébrique des équations. 

Mais, bien que cette importante question soit l’objet 
principal que nous ayons en vue, nous devons exposer 
d’abord les théories partielles dont nous aurons ensuite 
à emprunter le secours. Ces théories offrent d’ailleurs 
un grand intérêt par elles-mêmes; aussi les avons-nous 


présentées avec des développements étendus. 


S — Alg. sup., A I 
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SECTION IIT. 
LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES ENTIERS. 


GE 4 mme 


CHAPITRE PREMIER. 


DES CONGRUENCES, 


Des nombres congrus ou équivalents. 


281. Si la différence des deux nombres entiers a et b, 
positifs ou négatifs, est divisible par un troisième nombre 
positif M, a et b sont dits congrus ou équivalents par 
rapport à M ; le diviseur M est appelé le module; a et b 
sont résidus l’un de l’autre suivant le module M. 

Pour exprimer que a et b sont congrus suivant le mo- 


dule M, il suffit d'écrire 
a = b ÆE un multiple de M; 


mais nous adopterons la notation plus commode de 
Gauss, et nous écrirons 


6 (mod.M); 
cette formule sera dite une congruence. 
Si r désigne le reste de la division de a par M,ona 
ar (mod.M); 
le reste r est, si l’on veut, compris entre o et M, ou 
entre — — et + —; d’où il suit que tout nombre à un 
2 2 


résidu inférieur en valeur absolue à la moitié du module. 
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On le nomme résidu minimum; mais, si l’on ne veut 
considérer que les résidus positifs, les limites seront 


A me M 
oet M, et le résidu minimum pourra surpasser —» 


282. La notation de Gauss, pour représenter les con- 
gruences, a l’avantage de mettre en évidence l’analogie 
qui existe entre les congruences et les égalités, sans qu'il 
y ait pourtant de confusion à craindre. Nous allons faire 
voir que la plupart des transformations que l’on peut 
faire subir aux égalités peuvent être appliquées aux con- 
gruences. 


ADDITION ET SOUSTRACTION. — 91 l’on a 
—+b (mod.M), 
a'=# (mod.M), 
on aura aussi 
atu'=b#b (mod. M). 


Les congruences proposées expriment, en effet, que 


a —b + un multiple de M, 
a’ = b' + un multiple de M; 
donc | 
aa —= bb + un multiple de M, 
ou 
aka =bÆEb (mod. M), 
ce qu'il fallait démontrer. 


MuzripicaTIoN.—On peut multiplier une congruence 
par un nombre entier quelconque; car soit 


a=b (mod.M), 
c’est-à-dire 
a == b + un multiple de M, 


on aura aussi, quel que soit l’entier », 


ma — mb + un multiple de M, 
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ou 
ma 


Il 


mb (mod. M). 


On peut aussi multiplier entre elles plusieurs con- 
gruences de même module. Soient, en effet, deux con- 


gruences 
b (mod. M), 
b! 


(mod. M), 


l | 


ou 
a —= b + un multiple de M, 


a = b! + un multiple de M. 
On aura, en multipliant, 


aa’ —= bb" + un multiple de M, 


} 


ou 
aa = bb" (mod. M), 


ce qu’il fallait démontrer. 
On voit généralement que, si l’on a 


a = 
l— b! 
é | (mod. M), 
LL. , 
an) = p(n) 


on aura aussi 


aa’... a) = bb"... b(”)  (mod.M). 


4 


ÉLévarTion AUx PuIssANCEs — On peut élever à une 
même puissance les deux membres d’une congruence. 
Cela résulte immédiatement de ce que nous venons de 
dire au sujet de la multiplication. Si donc on a 

a=b (mod.M), 
On aura aussi 
an = pm (mod. M) 
9 4 . 
D’après cela, si 


f(x)= Az" + Br +... 
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est une fonction entière et rationnelle de x, dont les 
coefficients À, B, ... soient des nombres entiers, et 
que l'on ait 

a—=b (mod.M), 


On aura aussi 
fla)=/f(b) (mod.M). 
Division. — On peut diviser une congruence par un 
nombre quelconque premier avec le module. 
Soit, en effet, la congruence 
ma=mb  (mod.M) 
ou 
ma mb +MX g, 


on aura, en divisant par 72, 


MX q 
re TT TA. 


ni 


a = bd + 


et, si l’on suppose m premier avec M, g devra être divi- 
sible par m, et l’on aura 


a — b + un multiple de M, 


ou 
a=—=b  (mod.M). 


Mais ce résultat ne subsiste pas quand le nombre m et le 


É +1M 
module M ontun diviseur commun; car soit — la frac- 
m2 
| Je) £ NES . M 
üon irréductible équivalente à —, on aura 
mn 


M'X q, - 
PR at 





a — 0 


cela exige seulement que 4 soit divisible par », et l’on 
aura 
a==b (mod. M’). 
On peut aussi diviser une congruence par une autre, 
pourvu que les membres de la seconde soient premiers 
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avec le module. Soient, en effet, les deux congruences 
(1) aa = bb" (mod. M), 

(2) ab (mod. M). 


Désignons par r le résidu minimum de la différence 
d — b!, on aura 


(3) a'=b'+r (mod. M), 


et, en multipliant les congruences (2) et (3) l’une par 
l’autre, 


(4) aa =bb +br (mod. M). 
Des congruences (1) et (4) on déduit 
br=o (mod.M): 
or M est premier avec b, par hypothèse ; donc 


r=0 (mod.M) 
ou 
r— 0, 


puisque 7° > M. On a par conséquent 
a'—=#0" (mod. M), 


ce qu’il fallait démontrer. 


+ 


Du nombre qui exprime combien il y a de nombres 
premiers à un nombre donné et non supérieurs à ce 


nombre. 

283. Lemme. — 481 l’on multiplie les termes de la 
suite 
(1) G 02,03, 418, [M1 


par un entier a premier avec M, les produits obtenus 


(2) a, 24, 3a, ..., (M—1)a 


, « 
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seront respectivement congrus, suivant le module M, 
aux nombres (1), abstraction faite de l’ordre. 


En effet, l’un des nombres (2), ma par exemple, ne 
saurait être divisible par M, puisque M est premier avec a 
et qu’il est supérieur à m; la même chose a lieu, à l'égard 
de la différence ma—1n'a de deux termes de la suite(2), 
car cette différence est aussi un terme de la même suite. 
résulte de là que, si l’on prend lesrésidus minima posi- 
üufs des nombres (1), par rapport à M, ces résidus seront 
tous différents et aucun d’eux ne sera nul ; ce seront donc, 
dans un certain ordre, les nombres de la suite (1). 


CorozLaire, — 81 le nombre M est premier à a, les 
termes de la progression arithmétique 
(1) Cy Ca, c+2a, ... c+(M—i)a, 


sont respectivement congrus, suivant le module M, quel 
que soit l’entier c, aux nombres 


(2) 0, 1, 2,..., (M—1). 


En effet, d’après le lemme précédent, les nombres (1) 
sont respectivement congrus à 


Cy CHI, CH2, ..., CH+(M—1), 


et 1l est évident que ces derniers sont congrus aux noM- 
bres (2), suivant le module M. 


284. Nous emploierons le symbole © (M) pour dési- 
gner combien il y a de nombres premiers à M et non 
supérieurs à M. D’après cette définition, on a évidemment 

p(i)=1 

Taéorkème. — $1 M désigne le produit de plusieurs 


nombres a, b, ..…., l, premiers entre eux deux à deux, 
on aura 
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Prenons d’abord le cas de deux facteurs et soit 
M = ab, 


a et b désignant des nombres premiers entre eux. Les ab 
premiers nombres peuvent être disposés comme il suit : 


he DIT RE EE b, 
b+x, bo, FER e 7e b+.b, 
20-11, 2b-29 27. 2DHE, 2b+b, 


(a—1)b+7r, (a—1)0+2,..., (a—1)b+4,..., (a—1)b+e. 


Considérons l’une des colonnes verticales de ce tableau, 
par exemple celle qui commence par k. Si k est premier 
avec b, il en sera de même de tous les autres termes de la 
colonne; au contraire, si Æ et b ont un diviseur commun 
autre que 1, n’y aura dans la colonne aucun nombre 
premier avec b. D'ailleurs, la première ligne du tableau 
renferme p(b) nombres premiers avec b; donc le ta- 
bleau entier renferme o (b }colonnes verticales dont tous 
les termes sont premiers à b, et qui épuisent tous les 
nombres de cette espèce non supérieurs à M. Supposons 
que k soit premier avec b ; la colonne verticale qui com- 
mence par * est une progression arithmétique dont les 
termes sont respectivement congrus, suivant le module a, 
aux nombres o, 1, 2, ...,(a—1); cette dernière suite 
contient (a)nombres premiers à a&, et, par conséquent, 
la colonne que nous considérons en renferme un pareil 
nombre. De tout cela il résulte que notre tableau renferme 
p(a) x<9(b) nombres premiers à & et à b, c’est-à-dire 
premiers au produit ab; on a donc 


p(M)=y(a)p(b). 
Passons maintenant au cas général où l’on a 


Ma al A 
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a; D, c,.…., l étant des nombres premiers entre eux, 
deux à deux. On aura successivement 


De Aie, 71 5 0e) one rte so 0e ous tr ee 


ce qui achève la démonstration du théorème énoncé. 


285. Le théorème précédent fournit un moyen très- 
simple de trouver la valeur de (M). 

Lorsque M est égal à un nombre premier p, il est 
évident que les nombres premiers à M — p, et non su- 
périeurs à ce nombre, sont 


1, 2,9, ns PUR 
on a donc | 





le 


p(P)—=? 


Lorsque M est égal à une puissance p' d’un nombre 
premier p, il est évident que la suite des p-! nombres 


DSP NT Dee RD 0 


renferme tous les nombres non supérieurs a M qui ad- 
mettent p pour diviseur; on a donc 


p(M)=p—pt=pt{(p—:) 
ou 


2) = fi). 


P 


Considérons le cas général; soient p, g, r, … les fac- 
teurs premiers inégaux de M, et supposons 


M D'or PR 
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y, L, À, étant des exposants entiers. On aura (n° 284) 


piM)=p?{(pr')p(qt)p(r)e..s 


d'ailleurs , 
nee o 
p(gt) = q* (—:) 
tr ie :) à 

donc | 


Il importe de remarquer que, si M est un nombre im- 
pair, on a 
g(2M)=#(2)?(M); 
or (2) = r : donc 
p(2M) 4 o(M). 
286. Il convient de remarquer encore le théorème 


suivant, qui nous sera très-utile dans la suite : 


Taéorème. — Si d, d', d”, ... désignent la suite des 
diviseurs du nombre M, parmi lesquels figurent l'unité 
et Le nombre M lui-même, on a 


p(d)+gp(d')+o(d")+...=M. 


En effet, soit 
MEDIA 


P» 4», étant des nombres premiers inégaux; les di- 
viseurs d, d', d/, ... ne seront autre chose que les 


D ap né ie us Ÿ Tnl 


ST 
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termes du polynôme égal au produit 
(i+p+ p+..+p)(1+g+09 +... +96) (rer). 


L'un quelconque des termes du polynôme dont il s’agit 
a la forme p° g° r'...; d’ailleurs l'égalité | 
A Dig lies 

entraîne 


p(d)=#(p")p(gf)p(rt)...; 


donc la somme de toutes les quantités o(d) sera le pro- 
duit des polynômes 


1+op(p)+o(p)+...+o(p), 
1+p(g)+p(g)+...+op(at), 
1+o(r) +yp(r)+...+o(r), 


Le premier de ces polynômes a pour valeur 
1+(p—1)(1+p+pt+...+pt)= pr, 


et l’on voit de même que les polynômes suivants ont res- 
pectivement pour valeurs g#, r°,...; on a donc 


p(d)+g(d')+o(d”)+...=p'qtrh...=M 


Des con STueErces en général. 


287. La théorie des nombres résout sur les con- 
gruences le même problème que l’Algèbre ordinaire sur 
les équations; elle se propose, en particulier, de trouver 
les valeurs de x qui satisfont à une congruence telle que 


f(x)=o (mod.M), 


où f(x) désigne un polynôme entier et rationnel dont 
les coefficients sont des nombres entiers. Si l’on satis- 
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fait à cette congruence, en faisant x — a, on y satisfera 
aussi, d’après une remarque précédente, en faisant, quel 
que soit l’entier #, x = a + KM; d’où 1l suit que chaque 
solution en donne une infinité d’autres, mais qui sont 
toutes équivalentes suivant le module M. Les diverses 
solutions renfermées dans une même formule a+ KM 
peuvent se déduire de l’une quelconque d’entre elles ; 
d’ailleurs, on peut disposer de l’entier £-de manière que 


; : M M 
a + kM soit compris entre — Ë et Ne —, ou entre o 


etM;iln y a donc lieu des "occuper que SR solutions 
comprises entre ces limites. 


Cela posé, nous appellerons racines de la congruence 
f(x) = (mod. M 
les diverses valeurs de x comprises entre o et M, qui ren- 
dent f(x) divisible par M. 

Une congruence est identique lorsque tous ses coeffi- 
cients sont divisibles par le module, et elle est évidem- 
ment impossible lorsque ses coefficients sont divisibles 
par l’un des facteurs du module, à l’exception du terme 
indépendant de x. 

Si F (x) désigne un polynôme entier etrationnel, ayant 


pour coefficients des nombres entiers, on peut substituer 
à la congruence 


fi(æx)=o (mod.M) 
la congruence équivalente 
f(æ)+MF(x)=o (mod.M), 
et disposer ensuite des coefficients indéterminés de F(x), 


; NETE 
pour rabaisser au-dessous de M, et même de = si l’on 


veut, tous les coefficients de la congruence. 
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Des congruences du premier degré. 


288. La congruence du premier degré 
(a) ax + b=0o (mod. M) 
peut se mettre sous la forme 


(2) ax +b—Mry, 


/ 


et la recherche de ses racines est ramenée à celle des so- 
lutions en nombres entiers de l’équation (2) qui renferme 
les deux inconnues x et y. Sia et M sont premiers entre 
eux, l'équation (2) est toujours résoluble en nombres en- 
tiers; on obtient une première solution xs, yo (n° 13) 


; : a ; ; : 5 
par la réduction de Hu ® fraction continue ; après quoi 


toutes les solutions sont données par les formules 
x—=%Xo+ Mt, Y=7Y +at, 


où t désigne une indéterminée. On peut disposer de cette 
indéterminée de manière à obtenir une valeur de x com- 
prise entre zéro et M, et, si l’on représente cette valeur 
par æo, les autres valeurs de x continueront à être don- 
nées par la première des formules qui précèdent. 

Il résulte de là que la congruence du premier degré(r) 
n'admet qu'une seule racine, quel que soit le module, 
lorsque le coefficient de l’inconnue est premier avec ce 
module. 

On arrive à la même conclusion au moyen du lemme 
‘du n° 283 (Cororrarre). Effectivement, si l’on donne 
à x les M valeurs 


Fe AS DNS PNA ER (M — 1), 


le premier membre de la congruence (1) prendra M va- 
leurs incongrues suivant le module M; l’une de ces 
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valeurs sera donc nulle, relativement à ce module, et la 
valeur correspondante de x sera la racine demandée. 

S1 xo désigne cette racine, on peut écrire 


: M 


M 


5 (mod. M), 
comme Gauss l’a proposé. 

S1 le coefficient a n’est pas premier avec le module M 
et que d désigne le plus grand commun diviseur de ces 
deux nombres, la congruence (1) ne sera résoluble que 
si b est divisible par d. Quand il en est ainsi, la con- 
gruence, divisée par d, devient 


a LEE M 
(3) 5T+5=0 Émod 7) 


se 


on rentre alors dans le cas que nous venons d'examiner. 
Soit x, la racine de la congruence (3): les valeurs de x 
qui pourront y satisfaire seront toutes comprises dans la 


formule 
M 


M NP EE, 


d 
et l’on voit que la proposée admettra les d racines 


M 2M (d—1)M 
To) Lo r D Free .. St FI PEN SPC ARE 


) 


qui sont incongrues suivant le module M. 


289. Lorsque le module M est un nombre composé, 
la résolution de la congruence 


(a) ax+b=0o (mod. M), 


où l’on suppose a premier avec M, peut être ramenée à 
celle d’autres congruences dans chacune desquelles le 
module est un facteur de M. 

S. — Alg. sup., 2° 
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Soit, en effet, 
M = M, M;, 


M, et Ma étant des nombres entiers. 
Il est évident que la racine de la congruence (1) doit 
satisfaire à la congruence 


(2) ax+b=—=o (mod. M;); 


désignons par « la racine de cette congruence : les valeurs 


de x qui satisfont à la proposée seront de la forme 
v 


x = a+ M, T;. 


æ, étant une indéterminée, et en substituant cette valeur 
il viendra 
(aa+b)+M,ar,=o (mod. M). 


Par hypothèse, aa + b est divisible par M, ; si donc on 


pose 
aa + b 
CRNS ed à 
M, 
la précédente congruence, divisée par M,, deviendra 
ax; + b=0 (mod. M). 


Si l’on désigne par «, la racine de cette nouvelle con- 
gruence, la formule 
TA + M, œ1 


donnera la racine de la proposée. 
On conclut de là que, si l’on a 


M EE M, M, ... M}, 
M,, M, ..., My étant des nombres entiers, la résolution 
de la congruence 


ax + b=—=o (mod. M) 


SECTION III. — CHAPITRE I. 19 
peut être ramenée à celle d’autres congruences de la forme 


ax+b =o (mod. M,), 


ax + b;=0o (mod. M), 


ax + by 1=0 (mod. M;). 


En particulier, on peut prendre pour les nombres M,, 
M, ... les facteurs premiers dont le module est le pro- 
duit. 


ExempLe. — Soit la congruence 
1237x — 4{096—=0 (mod. 675). 


Le module 675 est égal au produit 27 X 25; on peut 
donc commencer par résoudre la congruence 


1239 x — 4096 = 0 (mod. 27), 


qui, en rabaissant les coefficients au-dessous du module, 
devient 
5x—8=o (mod. 27) 


ou, si l’on veut, 
RDC 
4 5 


La valeur y — 1 donne x — 7; on fera, en conséquence, 
T—7]+27%;; 
en substituant cette valeur, la proposée devient 
1237 X 2721 + 4563—=0 (mod. 27 X 25), 
ou, en divisant par 27, 
1239x, +169—=0 (mod. 25); 


rabaissant les coefficients au-dessous du module 25, on 


obtient 
122 —6—=0 (mod. 25}, 
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ou, en divisant par 6, qui est premier avec le module, 
2% —1=0 (mod. 25). 


On tire de là 
1 +257 
ro SRE | 


Li — 
4} 


et la valeur y — 1 donne x, — 13. 
La racine demandée est donc 


x = 7 2900019 19390 


290. On ramène au problème dont nous venons de 
vous occuper celui qui a pour objet de trouver un nom- 
bre N qui ait des résidus donnés 4, 4,, &2,..., suivant 
des modules donnés M, M,, M, .... 

Le nombre cherché N doit satisfaire aux congruences 


(1) N=a(mod.M), N=#,{(mod.M,), N=4,(mod.M;), ...: 


la première donne 
N=—=4+M;z. 


et, pour que le nombre N ainsi déterminé satisfasse aussi 
à la deuxième des congruences (1), 1l faut que l’on ait 
û 


a+Mr==a(mod.M,) ou Mxr+{(a—4a;)=0o . (mod. M,). 


Si le plus grand commun diviseur d des nombres M et 
M, ne divise pas 4 — a,, le problème proposé n’admettra 
pas de solution; dans le cas contraire, la précédente 


congruence peut s’écrire 


M Gore WA M; 
Fe M rt (mod. a) 


et, si l’on désigne par x sa racine, cette congruence ne 
sera satisfaite que par les valcurs de x données par la 
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formule 


Æ\ étant une indéterminée. En posant 
a+Ma—= at), 
on obtient cette expression de N 


NA (re MM, 





Lie 


Si l’on veut que cette valeur de N satisfasse à la 
troisième des congruences (1), il faudra que l’on ait 


à 


Rail 





Z=—=43 (mod. M;), 


ou 


d 





tzi+(a — a;)=0o (mod. M); 


LA . . MM 
si le plus grand commun diviseur d, des nombres 4e 
[4 
et M, ne divise pas all} — a;, la précédente congruence 
sera impossible; dans le cas contraire, elle se ramènera 
à la forme 


MM, + a) — ax ex M, 
dd, Ti HT 0 . FA 9 





et, en appelant &, sa racine, 0°: devra poser 


M, 


Die Toy 
d, 


%o étant une indéterminée. Faisant alors 





T2) 


MM 
(1) Î 
a + d 
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l'expression de N sera 


MM, M, 


N= @a) + ——— x;, 
dd, À 


On peut continuer de cette manière jusqu’à ce qu’on 
ait épuisé toutes les congruences proposées, et si l’on ne 
rencontre aucune congruence impossible, l’expression 
demandée aura la forme 


N—A<+pX, 


X étant une indéterminée, et p désignant le plus petit 
commun multiple des modules M, M,, M, .... 


291. Le cas d’un nombre m de congruences du premier 
degré, à m indéterminées, peut être résolu au moyen de 
ce qui précède. Supposons qu’on demande les systèmes 
de solutions des congruences 


{ Ax +6) +coz +... .+hou + =o 
dr +biy +oz +...+kiu + —=o 


Les valeurs de l’une quelconque des inconnues, qui 
figurent dans les systèmes de solutions cherchées, dé- 
pendent d’une congruence linéaire qu’on peut facilement 
former. Effectivement on peut toujours trouver, par la 
théorie des équations du premier degré, m nombres en- 
tiers Éo; Es, ++; Em_1 Qui n'aient aucun diviseur commun 
avec le module et qui satisfassent aux #»1— 1 équations 


bo Éo PUR b, 4: PR ETS DA PE — 0, 
Co Éo “rec: ê Su M 7 AS — O, 


(2) | 
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alors, si l’on ajoute les congruences (1) après les avoir 
multipliées par £o, É1, +, Em_s respectivement, et que 
l’on fasse, pour abréger, 


Gp É0 + 6 +... + Ami m1 = 4; 
Es sm Eure ren HU Enr ls 


on aura 
ax +l=0 (mod. M). 


On peut opérer de la même manière à l'égard des incon- 
nues y, z, ..…., et l’on formera ainsi »m congruences, dont 
chacune ne contiendra qu’une seule inconnue et qui ad- 
mettront toutes les solutions du système proposé. Mais la 
réciproque de cette proposition n’a pas lieu, et il pourra 
arriver que diverses solutions du système obtenu par notre 
méthode ne conviennent point au système proposé. Dans 
la pratique, il sera en général plus simple de procéder 
par éliminations successives et de remplacer le système(r) 
par un autre dans lequel chaque congruence renferme 
une inconnue de moins que la précédente. 


ExEempLe. — Soient les congruences 


3x +5y + 2—=4 
(1) 2x + 37 +2z=7 | (mod. 12), 
5x + y +3z=6,: 


que Gauss a choisies pour exemple dans ses Recherches 
arithmétiques. Si l'on tire de la première la valeur de z 


pour la porter dans les deux autres, on aura ce nouveau 
système : 


2=4 — 3x —57y 
(2) 4x +7 =1 + (mod. 12); 
4x + 2y=6 | 


éliminant ensuite x entre les deux dernières, on a ce 
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. 


troisième système 


| z2=4 — 3r — 57 


(3) 


l 


T=Æ1— 17) {mod. 12). 
by = — 5 


La dernière congruence du système (3) n'a qu'une 
seule racine, qui est — 1 ou 11. La deuxième des con- 
gruences (3) donne ensuite | 


4x=—=8 (mod. 12) 
ou 
æ=2 (mod. 3) 


On a ainsi quatre valeurs de x, savoir : 
C2, du 6, IT. 


La première congruence (3), qui se réduit à 


2=9— 37, 
à cause de y — — 1, donne les quatre valeurs correspon- 
dantes de z, savoir 
2 = 0,10, 10110; 


Sur Le nombre des racines de la congruence 


x?—1=0 (mod. M). 


292. Pour que le produit (x +1) (x—1) soit divi- 
sible par M, il faut et il suffit que x — 1 contienne tous 
ceux des facteurs premiers de M qui ne figurent pas 
dans x +1; d’ailleurs x — 1 et x + 1 ne peuvent avoir 
que les diviseurs 1 et2 communs, puisque leur différence 
est égale à 2. Donc, pour résoudre la congruence 


(x) x?—1=o (mod. M) 
1l suffira de poser de toutes les manières possibles 


M — AB, 
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À et B étant premiers entre eux, ou ayant 2 pour plus 
grand commun diviseur, puis de déterminer les valeurs 
de x qui satisfont à la fois aux deux congruences 


(2) æx+i=o (mod. A), æ—1=o (mod.B). 
On tire de la première 
(3) æ— —1+ At, 


t étant une indéterminée, et, en substituant cette valeur 
dans la seconde congruence, il vient 


(4) At—2—=0o (mod. B). 


= Comme le plus grand commun diviseur de A et Best 

I Ou 2, par hypothèse, la congruence (4) sera toujours 
possible. Si À et B sont premiers entre eux, cette con- 
gruence aura une racine unique et la formule (3) donnera 
également pour x une valeur unique. Mais, si À et B'ont 
le diviseur commun 2, la congruence (4), divisée par 2, 
deviendra 


(5) fe (mod. =): 
2 2 


\ 


Les valeurs de £ qui satisfont à la congruence (5) sont 
données par la formule 


B 
2 


tn. ; B 
to étant un nombre déterminé compris entre o et mi 


et u désignant une nouvelle variable. Alors la con- 
gruence (4) a les deux racines 


SRE Ë 
05 0 > 1 
et la formule (3) donne les valeurs correspondantes de x, 


M 
—1+A%, TitAbHoe 
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Il importe d'examiner maintenant si l’une des racines 
de la congruence proposée peut être donnée par deux 
décompositions distinctes du module M : 


M=AB MAR: 


AN: a re PRE 
Désignons par ñ la fraction irréductible équivalente 


aux deux fractions 


&| > 
aie 


lesquelles sont égales, en vertu de l'hypothèse AB— A°F; 
on aura 
AE RAC Ce 
BXL 
et, par suite, 


À À 
AYUBEEA 
H 


ANS 


IF 


À et u étant des entiers. Mais, si les décompositions con- 
sidérées fournissent une même racine x de la con- 
gruence (1), les nombres À et B’ ou A’ et B diviseront 
respectivement x +1 et x—1: donc ils ont pour plus 
grand commun diviseur 1 ou 2; chacun des nombres À 
et est par suite égal à r ou à 2. Il résulte de là que les 
décompositions 


M==AX2B, M=—2AX 


sont les seules qui puissent donner une racine x déjà 
fournie par la décomposition M — AB. 

Cela posé, il est facile de déterminer le nombre N des 
racines distinctes de la congruence (1). 

Supposons d’abord que le module M soit impair et dé- 
signons par 2 le nombre de ses facteurs premiers inégaux. 
Dans le cas dont il s’agit, les décompositions M = AB 
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donnent nécessairement des racines distinctes, et il suffit 
d’avoir le nombre de ces décompositions. Or, pour for- 
mer À, on peut n’employer aucun des facteurs premiers 
de M: on aura alors À — 1; on peut introduire dans A 
un seul des 7 facteurs premiers de M, et l’on obtiendra 
ainsi z décompositions distinctes; pareillement, on aura 
n(nr—1) de 2 
TT,  décompositions, en formant À avec deux des 
facteurs premiers de M, et ainsi de suite. D’après cela, 
on aura 


RARE 


N=1:<+— 
I 1.2 


LL 
TS RCA 


ou > 
N==27: 


Supposons en deuxième lieu que le module M soit 
double d’un nombre impair, et désignons par g, comme 
précédemment, le nombre des facteurs premiers impairs 


inégaux de M ou de re Considérons la décomposition 
M — AB, 


À étant pair et B impair; parmi les autres décompo- 
sitions, la seule qui puisse fournir la même racine x que 
la première est 


M—-AX2B, 


et je dis qu’elle la fournit effectivement. En effet, la ra- 
cine qui répond à la première décomposition est déter- 
minée par les formules 


x——1+At, At—2—=0o (mod.B); 


or, À étant pair et B impair, on peut écrire 


A Â 
L=—1+ - 26, + 21—2=0 (mod. 2B), 
2 
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ce qui montre que cette valeur de x répond aussi à la se- 
conde décomposition. Il résulte de là que N'est le nom- 


, ne M r 
bre des décompositions de _ en deux facteurs premiers 


entre eux, et l’on aura alors 
Ne 0e 


comme dans le premier cas. 
Supposons, enfin, que M soit divisible par la puis- 
sance 2° de 2, p étant > 1, et désignons encore par z le 


nombre des facteurs premiers impairs inégaux de M ou 


M ; ; sg 
de ee Dans ce cas, on peut rejeter toute décomposition 


25 


M = AB, 


dans laquelle l’un des nombres À ou B serait impair. En 
effet, supposons À pair et B impair; le raisonnement que 
nous venons de faire, à l’occasion du cas précédent, 
montre que la racine qui répond à la décomposition AB 


; , ERA , 
sera aussi donnée par la décomposition — X 2B. Main- 
+ D 


tenant une décomposition de M en deux facteurs pairs 
donne deux racines x qui sont nécessairement distinctes 
de celles fournies par une autre décomposition de la même 
espèce; car, dans chaque décomposition, les facteurs 
doivent avoir 2 pour plus grand commun diviseur; donc, 
pour obtenir toutes les décompositions utiles de M, il faut 


4 M ; . 1 : 
former celles de etintroduire ensuite 2 dans le premier 
3.) 


facteur, 27! dans le second, puis inversement 2°! dans 
le premier facteur et 2 dans le second. Si p — 2, ces deux 
dernières opérations rentreront évidemment l’une dans 
l’autre. 

Il résulte de là que, si p — 2, c’est-à-dire si M est divi- 
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sible par 4, mais non par 8, on aura 
N —— on+1, 


S1 p est >2, c'est-à-dire si M est divisible par 8, on 
aura 
N—onrTrê, 


Cette conclusion n’est point en défaut, quand ona M — 2"; 
UM 1 
dans ce cas, en admet que la seule décomposition 1 X 1. 
#4 


Il faut remarquer que les racines de la congruence (2) 
sont conjuguées deux à deux, de manière que deux ra- 
cines conjuguées soient égales et de signes contraires, 
où, s1 l'on veut, complémentaires au module. Il est évi- 
dent que deux racines conjuguées sont fournies par deux 


décompositions telles que AB, BA. 
CoroLLarRe. — La congruence 
x —1=0 (mod. M) 


admet un couple unique de racines conjuguées dans 
l’un des trois cas suivants ; 1° s1 M est une puissance 
d'un nombre premier impair; 2° si M est le double 
d'une telle puissance; 3° si M est égal à 4. Dans tout 
autre cas le nombre des couples de racines conjuguées 
de la congruence est un nombre pair. 


Ce corollaire résulte immédiatement des formules par 
lesquelles nous avons exprimé le nombre N dans les 
différents cas que nous avons examinés. 


ExemvLe. — Si l’on a M — 24, on a ces quatre décom- 
positions utiles 
A0 OST 2964, 6 
BTE PMR OU 


la congruence 


x? 


—1Z=0 (mod. 24) 
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a huit racines, savoir : 


1, 13 fournies par la décomposition 2% 12, 


1 EU À » » 19 RES 
7) 19 » 2 1 X< 6, 
17,019 » » 6e 


Théorème de Fermat. 


293. Le théorème de Fermat est l’une des proposi- 
tions fondamentales de la théorie qui nous occupe; aussi 
croyons-nous utile de présenter ici les démonstrations 
diverses qu’on en a données. Ce théorème célèbre est le 
suivant : | 


Tuéorime. — S: le nombre entier a n'est pas divi- 
sible par le nombre premier p, la différence aP-1—: 
est divisible par p; en d'autres termes, on a 


aP-1=1 (mod.p). 
PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Comme a et p sont pre- 
miers entre eux, par hypothèse, les nombres 
(1) 4, 24; 34, M Pt 
donneront, relativement à p (n° 283), les résidus 
(2) 1,12, De cel PE il 
abstraction faite de l’ordre. Le produit des nombres (1) 


est donc congru, suivant le module p, au produit des 
nombres (2), et l’on a, en conséquence, 


1.2.3...(p—1)(a-1—1)=o (mod.p). 


On peut diviser cette congruence par le produit 
1.2.3...(p—1) qui est premier avec le module, et 
l’on a 

a?-l—1=o (mod.p), 


ce qu'il fallait démontrer. 
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DEuxiÈèME DÉMONSTRATION. — 91 l’on élève à la puis- 


sance p le binôme 
(a — 1) +3, 


dont la valeur est 4, on aura 


aP=(a—i)+ (a —i)t +... 





pip—:)...(p—k+i) 


a— 1)... rs 
RS UT ) 5 


+ 


dans le second membre de cette formule, tous les termes 
sont divisibles par p, à l'exception du premier et du der- 
nier, car le coefficient 


PP): (PR +1) 


Dia À 
est un nombre entier, et cet entier est évidemment divi- 
sible par p si k est € p. On a donc 
aP={(a—i} +1 (mod.p) 
et, en retranchant a, de part et d’autre, 
a@P—a—={(a—1}?—{(a—1) (mod.p). 

Cette formule montre que la différence a? — a n’est 
altérée que par un multiple de p, quand on diminue a 
d’une unité; il en est donc de même quand on diminue a 
de 2, 3,..., a unités; on a, en conséquence, 


a—a—=o (mod.p), 
et, en divisant par a, nombre premier au module, il vient 
aP-1—1=o (mod.p). 


TROISIÈME DÉMONSTRATION. — On a, quels que soient 
les entiers z et y, 


(u+o)P= ur + £ uP—lo+.., 


pip—1)...(p—#+1) 
14207 4 


À uP—k ph LD, + yPs 
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nous avons vu que, dans le second membre de cette for- 
mule, tous les termes sont divisibles par p, à l'exception 
du premier et du dernier: on a donc 


(u+v)P=æ up +oP (mod. P): 


Soient maintenant a nombres entiers &, &2,..+, &y5 ON 
aura, d’cprès la formule précédente, 


(Hu ii ta, P= af (xs RCE | 


(ar + us +... + aa) a + (a +... + ea)! (mod, p), 


ct, en ajoutant, 
(a +us +... +a)æa+uf+...+at  (mod.p) 


Supposons maintenant que les nombres &1, &», ..…., &a se 
réduisent tous à l’umité, on aura 


aa (mod.p}) 
ou, en divisant par a, 


GPA (mod p }. 


Théorème de Wilson. 


294. Taéorkme. — Si p est un nombrepremier, la 
somme 1.2.3..4{p — 1) +1 est divisible par p; en 
d'autres termes, on a 


1.2.3...(p—1)=—1 (mod. pl. 


PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — Soit à l’un quelconque 
des nombres 


(1) 1, 2, 3; CPOPCE (p — 1), 
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et formons les multiples de a 
LS CNDI METTRE LPS SEE 


L] . « . 9 
Dans la suite (2), 1l y a un terme congru à 1, et il n’y 
en a qu'un seul; supposons que ce soit a, on aura 


aa==1 (mod.p). 


Les nombres z eta sont inégaux, à moins quea ne soit égal 
àrouàp—1.S1,eneffet,onaa—a,a?—1={a—1)(a+i1) 
est divisible par p; or pest premier, il divise donc a —1 
ou a—+1, et, comme a est <7p, on a nécessairement 
aA—1OU a—p—I. 

Il résulte de là que les nombres 


D Ts nl 0) 


peuvent être associés deux à deux, de manière que le pro- 

duit des deux associés soit congru à l’unité, et, en multi- 
u ? 

pliant entre elles les congruences ainsi obtenues, on aura 


2.3.4...{(p—2)==1 (mod.p); 
multipliant enfin par p—1, on a 


Mao PP all p y mod.p}, 
ou 

102.9 eric 0 (mod. h}, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Ce théorème est surtout remarquable en ce qu'il ex- 
prime une propriété qui appartient exclusivement aux 
nombres premiers; car, si p est un nombre composé, et 
que 0 soit un de ses diviseurs, 4 divisera le produit 
1.2.3... (p—1), et, par conséquent, il ne pourra diviser 
ce même produit augmenté de l’unité. Il en sera donc 
de même du nombre p. 


ConozLaIREe. — 7J'out nombre premier p de la forme 
4n + 1 est la somme de deux carrés. 
S. — Alg. sup., Il. 3 
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En effet, par le théorème précédent, p divise la somme 


(2.934427 (272 Lie 
mais les nombres 
2Rn HI, 27 +2, ...) 4n 
sont respectivement congrus à 
—Qn, —(272—1), ..,, —7% 


suivant le module p; donc le produit des uns est congru 
au produit des autres. D'ailleurs le nombre des facteurs 
étant pair, on peut changer leurs signes, et l’on a 


(1.2.3... 272) + 1=0  (mod.p}; 


p divise ainsi la somme de deux carrés, et, par consé- 
quent, il est lui-même la somme de deux carrés (n°15). 


Remarque. — Un nombre de la forme 4 7 +3 ne peut 
être la somme de deux carrés. En effet, tout carré pair a 
la forme 4n, et tout carré impair est de la forme 4n+1; 
par conséquent, la somme de deux carrés premiers entre 
eux a toujours l’une des deux formes 4n +1 et 4n +2. 





DEUXIÈME DÉMONSTRATION. — On peut encore démon- 


trer le théorème de Wilson au moyen de la formule 


n(r—1) 


1) 


LE22 


que nous avons établie au n° 152, et qui exprime la dif- 
férence nie du terme uw, de la suite 


Uo, Us, Us, Us, .. re 
Si l’on suppose généralement 


a—(x+p), 


— be + 
} 
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on aura 
nm —— 
AATRR TS e eTe) 


et notre formule générale deviendra 


s2..n = (x +) (x+n—i}s 


n(n—1) 


ee (æ+nr—2)t—,,,+{—r)7xr, 


Soit maintenant x —1, 2—p—1,p étant un ns 
premier, 1l viendra 


re dl 





1.2.3,..(p—1)=pr1— (p—:1}?1 


I 


(p— 1) (p—2) 
REA 


FN DE = 
Tan ES Cr 


+ p—2)}t—,.. 


on a d’ailleurs 


Pt pipe) : 9 
I Ne 





= [(p 1) —1] 





Fe = pen 
RER (21 — 1), 


I 


Dans le second membre de cette formule, le premier 
terme est une puissance de p et tous les termes qui sui- 
vent sont divisibles par p, d’après le théorème de 
Fermat; on a donc 


16209, (pP—1)+1=0 (mod.p). 
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Théorème de Fermat généralisé. 


295. Le théorème de Fermat est susceptible d’être 
étendu aux modules composés; 1l n’est effectivement 
qu'un cas particulier de la proposition suivante : 


Taéorème. — Si a et M sont des nombres premiers 
entre eux, et que Q(M) exprime combien il y a de nom- 
bres premiers à M et non supérieurs à ce nombre, la 
difference 

ar 
sera divisible par M; en d’autres termes, on aura 


a" _—_1=o (mod. M). 


La première des démonstrations dont nous avons fait 
usage au n° 293 s'applique au cas actuel, avec de lé- 
gères modifications. Soient 


(1) SGA Ya tee 


les o(M) nombres premiers à M et non supérieurs à M. 
Si on les multiplie par le nombre a qui est également 
premier à M, on obtiendra la nouvelle suite 


(2) AU) A0, AMI A0, ere DS 
ee 


aucun terme de la suite (2), ax par exemple, ne peut 
être divisible par M; car M est premier à a et ilest supé- 
rieur à æ; pour la même raison, la différence a (€ — x) 
de deux termes de la suite (2) ne peut être divisible 
par M, d’où il résulte que, si l’on prend les résidus m- 
nima, relativement à M, des termes de la suite (2), on 
obtiendra © (M) résultats différents. En outre, les nom- 
bres (2) sont premiers à M, et en conséquence leurs ré- 
sidus le sont aussi; ces résidus sont donc précisément les 
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nombres (1). Les nombres (2) étant respectivement con- 
grus aux nombres (1), le produit des uns est congru au 
produit des autres, et l’on a 


a6y...w[atWM— 1]=o (mod.M); 


en divisant par le produit «67... w qui est premier avec 
le module, 1l vient enfin 


&@WM_1—=o (mod. M). 


Théorème de Wilson généralisé. 


296. Le théorème de Wilson est lui-même suscep- 
tible d’être généralisé; on peut effectivement l’énoncer 
comme 1l suit : | 


Tuaéorëme. — Si P désigne le produit deso(M) nom- 


bres premiers à M et non supérieurs à M, on a 


P=1 (mod.M), 
savoir 
P—=—1 (mod.M), 


si M est égal à une puissance d’un nombre premier 
impair, ou égal au double d’une telle puissance ou égal 
à A; et 
P=+1 (mod.M) 
dans tous les autres cas. 
En effet, soient, comme précédemment, 
(1) TES PNR PRE 


les nombres premiers à M et non supérieurs à M. Sia 
désigne l’un de ces nombres, les produits 


(2) LA Et D'ANETAR 2 


donneront, comme on l’a vu. des résidus minima diffé- 
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rents, relativement au module M. Parmi ces résidus, 1l 
y en aura donc un égal à 1, et un autre égal à M —1. 
Supposons que ax donne le résidu 1; si a et « sont iné- 
gaux, je dirai que ces nombres sont associés du premier 
genre. Si «a —a, le produit a X a donnant le résidu 1, 
le produit 4&(M— a) donnera le résidu —1 ou M—1; 
je dirai alors que a et M— a sont associés du second 
genre. Il résulte de cette définition que deux associés 
du second genre constituent un couple de racines con- 
juguées de la congruence 


(3) x?—1=0 (mod.M). 


Il est évident que le produit de tous ceux des nombres(1) 
qui composent les couples d’associés du premier genre 
est congru à 1, suivant le module M, tandis que le pro- 
duit de tous ceux qui forment les couples du deuxième 
genre est congru à (— 1)", w désignant le nombre des 
couples de racines conjuguées de la congruence (3). Il 
résulte de là que l’on a 


P=—={—1)" (mod. M). 


Or, si l’on a M = p”, ou M — 2p', ou M — 4, p étant 
un nombre premier impair, le nombre x est égal à 1, 


tandis que le même nombre est pair dans tous les autres 
cas (n° 292); donc on a 


P=—1 (mod.M), 
dans les trois cas de M — p', — 2p', —"4;4et 
P=+1 (mod.M) 


quandle module M n’est pas de l’une de ces trois formes. 


Remarque.—Si l’on veut avoirl’associé d’un nombrea, 
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il suffira de déterminer la racine de la congruence 
ax—1=0 (mod.M) 


ou, si l’on veut, de résoudre en nombres entiers l’équa- 
tion indéterminée 
ax Ps My EE: I ° 
Au surplus, comme le théorème de Fermat généralisé 
donne 
a W=1 (mod. M), 
l'associé demandé est évidemment le résidu de la puis- 


sance 
a? \M)—1 È 


Des congruences dont le module est un nombre 
prenuer. 


297. Étant donnée la congruence 
Az" + A xml HE, ..—+ Ap17T + A» =0 (mod.p}), 
dont le module p est supposé premier, et dans laquelle 


les coefficients As, A,, .… sont des entiers compris entre 


# P 


zéro et p ou entre — — et + —; on peut toujours la rem- 
9, 2 


placer par une autre dont le premier terme ait pour 
coefficient l’unité. Car soit A’ le nombre associé de A, 
c'est-à-dire le nombre tel que l’on ait 


AoA'=1 (mod.p) 


et désignons par 
pa P£ CA pe 


les résidus des produits 
A° A, A’ À, ., ANNEES 


si l’on multiplie par A, Ales termes de la congruence 
proposée, à partr du deuxième, cette congruence pren- 
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dra la forme 

Ar" + Pix por 2, +P,,_;r+P,)=0o (mod.p, 

et, en divisant par À, qui est premier avec le module, 

il viendra 

a+ Pia EL pirt 2, HP, _;x+P,=o (mod.p). 
298. Les congruences dont le module est premier 

jouissent d’une propriété très-importante et quiestexpri- 

mée par la proposition suivante : 


Tuéorime. — Une congruence r107n identique suivant 
un module premier ne peut avoir plus de racines qu'il 
n'y a d'unités dans son degré. 


Soit 
(1) flx)=o (mod.p) 
une congruénce de degré m suivant le module pre- 
mier p, f (x) désignant, pour abréger, le polynôme 

f(x) = A0" + A ait... HAr=r ae 

dans lequel les coefficients sont des nombres entiers 
compris entre zéro et p ou entre —° Ad pe £. 

Si l’on désigne par &, &, .…, am des nombres en- 
tiers quelconques et que l’on pose, comme au n° 45, 
: allions 

f(x) = (r-@) f(x) +R, 

(2) < falr) =(r—a) f(x) +R, 


Es 
o 
Ï 


R;, Ro, .…., Ry étant indépendants de x, puis que l’on 
ajoute toutes ces égalités, après les avoir multiphiées 
respectivement par les m facteurs 


1, Z—@, (z—a)(x -@&),..., (x—«)... (rar), 
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il viendra, en remplaçant f(x) par sa valeur A5, 


VA Ao(r—æ)(r—a)...(x—am) 
‘à | + Ra(e — &)(x—@)...(x—am)+.. 
+R; (x—a)(r —a)+R(x— a) +R. 


Supposons maintenant que la congruence proposée ait 
une racine, et prenons &, égal à cette racine; on aura 


alors 
1==0 (mod.p}), 


et, d’après les égalités (2), la congruence (1) pourra se 
mettre sous la forme 


(x —&)fi(x)=o (mod.p) 


Le module p étant premier, le produit (x — a) f.(x) 
ne peut être congru à zéro suivant ce module, à moins 


æ 


que l’un des facteurs ne soit divisible par p ; donc, si la 
précédente congruence admet des racines distinctes 
de a,, ces racines appartiendront à la congruence 


(4) filx)=o (mod.p) 


Si la congruence (4) n’a point de racines, la proposée 
n'aura que la seule racine a,. Si, au contraire, cette con- 
gruence a des racines, et que l’on prenne pour &2 l’une 
de ces racines, on aura 


R;:=0 (mod.p), 


et, d’après les égalités (2), la congruence (4) prendra la 
forme 
(r— @&)fix)=0 (mod.p). 


Le même raisonnement montre que, si cette congruence 
a des racines distinctes de &,, ces racines appartiennent 
à la congruence 


falx)=0 (mod.p). 


42 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Onvoitque, généralement, si chacune des congruences 
f(z)=0, f(x) =0, :.., fuu1l2) =0 (m0) 
a une racine, et que la congruence 
Îm-y(æ)=0 (mod.p) 


n’en ait aucune, la proposée aura m—u racines. Si l’on 
suppose Que &, As, ...; Am_, SOIent Ces racines, On aura 


R,=0, R:=0, ..., R»_,—=0 (mod.p} 
et la formule (3) donnera 
(5). fn = (t—a;)(x—a)...(x—a»_,)F(x) (mod.p), 


F (x) désignant une fonction entière du degré u, telle 
que la congruence 


F(x)=o (mod.p) 


n’ait aucune racine. 
S1 le nombre u est égal à zéro, la fonction F (x) se 
réduit à la constante A, et la formule (3) donne 


(6) f(x)=Aç(r—a) (rx — ua). .(x—a,) (mod. p}, 


d’où il suit que la congruence proposée ne peut avoir 
pour racines que les m nombres àa,, &, ..…., 4m. 


CorozLairE. — Si la congruence f(x)=o (mod. p) 
du degré m est satisfaite par plus de m valeurs de x, 
elle est nécessairement identique. 


209. Nous présenterons ici une conséquence fort im- 
portante du théorème que nous venons d'établir. 


TaéorÈme. — Si f(x) et F(x) sont des fonctions 
entières à coefficients entiers, dont les degrés soient infé- 
rieurs à p, et que f (x) soit un diviseur de la fonction 
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XPT1—1+ p F(x), p étant un nombre premier, la con- 
gruence 
f(æ)=o (mod.p) 


aura précisément autant de racines qu'il y a d'unités 
dans le nombre qui exprime son degré. 


En effet, d’après le théorème de Fermat, la congruence 
(x) xPA1—1=o (mod.p) 
a les p — 1 racines 
EP PES PANE PERP e E DR 
D'ailleurs, si l’on a 
(2) 21 pE(x) = f(x) f(x), 


f(x) et fi(x) étant des polynômes à coefficients entiers, 
la congruence (1) peut se mettre sous la forme 


f(æ)fif(x)=o (mod.p), 


et chacune de ses racines appartient à l’une ou à l’autre 
des deux 


(3) f(z)=o, f 


Or, si l’une des congruences(3) avait moins de racines 
qu'il n’y a d'unités dans son degré, il faudrait que l’autre 
en eût plus qu'il n’y a d'unités dans le sien, ce qui est 
impossible ; le théorème énoncé est donc établi. 


PT —. 


x)=0o (mod.p). 


300. On peut déduire du théorême précédent un pro- 
cédé très-simple pour déterminer le nombre des racines 
d’une congruence de module premier. Démontrons d'a- 
bord le lemme suivant : 


Lemme. — S1 f(x) désigne le reste de la division des 
deux polynômes f(x) et f(x), dont les premiers termes 
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ont pour coefficient l'unité, les racines communes aux 
deux congruences 


f(x)=0o (mod.p)}, fi(x)=o (mod.p) 


sont les mémes que les racines communes à 
fif(r)=0o (mod.p), f(r)=o (mod.p). 
Soit Q le quotient de la division de f(x) par fi(x), 


on aura 

Fix) =A(x)Q + f(x), 
et cette égalité fait voir que, si f(x) est divisible par p 
en même temps que l’un des deux polynômes f(x) et 
Î2 Car l’autre le sera nécessairement aussi ; d’où résulte 
la proposition énoncée. 


CoroLLaine. — Les racines communes à deux con- 
gruences 


f(x)= 0, (x) = 0 tre 


appartiennent à la congr'ucnce 


5 


p(r)=0 (mod. p), 


p(x) désignant leplus grand commun diviseur aux deux 
polynômes f(x) et fi(x). 

Remarque. — Pour trouver ce plus grand commun di- 
viseur (x), on suivra la marche ordinaire; seulement 
on négligera tous les termes qui sont multipliés par p. Il 
faut, en outre, que toutes les divisions puissent se faire 
sans écrire de coefficients fractionnaires. Pour cela, on 
peut faire en sorte, comme il a été indiqué plus haut, que 
chaque reste soit divisible par le coefficient de son pre- 
mier terme, et alors on fera abstraction de ce diviseur 
commun. On arrive aussi au même but en multipliant 
chaque dividende par un facteur convenable, ou même 
simplement en ajoutant au coefficient du premier terme 
de chaque dividende un muluple de p tel, qu'après cette 
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addition le premier terme du dividende en question soit 
divisible par le premier terme du diviseur correspondant. 


301. Supposons maintenant qu’on veuille connaître 
le nombre des racines de la congruence 


(1) f(x)=o (mod.p). 
Ces racines appartiennent toutes à la congruence 
(2) æP1—j;=1 (mod.p); 


il suffit donc de chercher les racines communes aux con- 
gruences (1) et (2). Pour cela, on déterminera, comme il 
vient d’être dit, le plus grand commun diviseur à f(:) et 
à xP—1—1. S'il n'existe pas de diviseur commun, la pro- 
pesée n'aura aucune racine; Si, au contraire, on trouve 
un plus grand commun diviseur p(x) de degré y, la con- 
gruence proposée aura y racines, qui seront celles de la 
congruence 
p(r)=0 .(mod.p}), 

laquelle a effectivement y racines, puisque (x) est un 
diviseur de degré pu du binôme xP71—1. 


ExemPze. — On demande le nombre des racines de la 
congruence 


f(x) =x$—3xt— 22x$— 22 +r—2=—=0 (mod. 7). 
En cherchant le plus grand commun diviseur des poly- 


nômes x°— 1 et f(x), comme on l’a indiqué au n° 300, 
on trouve les deux restes 


— 3(2x"+ ox + 3x — 2x +3), 
2(2x$+ 3x? — x —3); 
le second reste étant diviseur du premier, la congruence 


proposée a trois racines qui appartiennent aussi à la con- 
gruence du troisième degré 


CDR EE LS (mod. 7). 
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Nouvelle démonstration du théorème de Wilson. 


302. Si p est un nombre premier, la congruence 
(1) (e—2)(&—3)..(e—p+1)—(art—1)=0 (mod. p) 
admet les p—1 racines 

120900 LI 


et, comme elle n’est que du degré p — 2, elle doit être 
identique. Si donc on désigne par S, la somme des nom- 
bres 1,2,..., (p—1), par S, la somme de leurs produits 
deux à deux, etc., par S,_, le produit de tous ces nom- 
bres, on aura 


S=0, S=0, S=0, ..., S,4——1, 


suivant le module p. La dernière de ces congruences 
constitue le théorème de Wilson. 


Remarque. — Les coefficients de l’équation 
(x —1)(>—2)(x—53)...(z=p he, 


ordonnée par rapport à x, étant des multiples de p, à 
l'exception du dernier terme, si p est premier, la somme 
des puissances m"°%*% des p — 1 racines 


shot Se RSS OT pe 1) 


sera divisible par p, à moins que m ne soit un multiple 
de p—1. Cela résulte immédiatement des formules de 
Newton. 
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CHAPITRE IL 


DES RÉSIDUS DES PUISSANCES ET DES CONGRUENCES BINOMES. 


Des nombres qui appartiennent à un exposant donné 
relativement à un module donné. 


303. Le nombre a étant premier avec le module M, 
considérons la suite indéfinie des puissances de &, savoir 


(x) I, 4, a?, a. Ou a”, 


Comme cette suite renferme unnombreillimité de termes, 
et qu'on ne peut trouver qu'un nombre limité o{M) de 
résidus distincts, 1l y aura nécessairement deux puis- 
sances, telles que a et a**, qui seront congrues suivant 
le module M. On peut diviser la congruence 


(2) a#*= a {mod. M) 


par a, qui est un nombre premier au module, etil vient 
alors 


(3) at=—=1 (mod.M). 


Réciproquement, si la congruence (3) a lieu, la con- 
gruence (2) aura lieu aussi, quel que soit l’exposant ». 

Il résulte de là que, si est le plus petit nombre tel 
que la congruence (3) ait lieu, les résidus de la série (1) 
formeront une suite périodique dont la période com- 
prendra z termes incongrus suivant le module M, et 
qui seront les résidus des puissances 


RUE NENTAEUIETE 
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Ceux des termes de la série (1), autres que l'unité, qui 
donnent le résidu (1), sont, d’après cela, 


a, a? a3%, ke 
or, d’après le théorème de Fermat généralisé, on a 
ar (mod. M): 
donc o(M) est un multiple de n. 
7 ? 
Lorsque n désigne le plus petit nombre positif, tel 
que a*=1(mod.M), on dit que le nombre a appartient 


à l’exposant n, relativement au module M. On peut 
alors énoncer cette proposition : 


Taéorime. — L'exposant auquel appartient, relati- 
vement au module M, un nombre quelconque premier 
avec ce module, est un diviseur de ® (M). 


304. On peut encore arriver à ce résultat par une autre 
méthode qui ne suppose pas le théorème de Fermat et 
qui conduit même à une démonstration nouvelle de ce 
théorème. 

Quel que soit l’entier & premier avec le module M, 
la suite des puissances 


RER : 
(1) RO TELE M EE 


donne, comme nous venons de le dire, un certain nom- 
bre 7 de résidus distincts qui sont ceux des puissances 


(2) AP PAT Ur IMCNGEEE 
et est le plus petit nombre tel que l’on ait 
(3) a*=1 (mod.M). 


Si la suite des résidus des nombres (2) embrasse tous 
les nombres premiers et non supérieurs à M, on aura 


p(M)= 7; 
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dans le cas contraire, soit b l’un des nombres premiers 
à M, qui ne sont congrus, suivant ce module, à aucun 
des termes de la suite (2). En multipliant par à les 
termes de cette suite, on en obtient une deuxième 


(4\ LH L EQU TS CPR 7 Lens, 


dont tous les termes sont distincts; car, si l’on avait 





ba = ba’ (mod. M), 


il en résulterait 
at== a" ([mod.M), 


ce quiest contre l'hypothèse. On voit aussi que les termes 
de la suite sont incongrus, suivant le module M, 

9 ? ; 
aux termes de la suite (2); car, si l’on avait 


ba'= a’ {mod.M), 
il en résulterait 
b= at. ou =a"#"+,{mod. M), 
ce qui est encore contre l'hypothèse. Ainsi l’on a 
e(M)=27, où, p(M)>27. 
Si o(M) est > 2, soit c l’un des nombres premiers 
et non supérieurs à M, qui ne sont pas compris parmi 


les résidus des suites (2) et (4). En multuphant la 
suite (2) par c, on obtient une nouvelle suite 


(5) coucou car aa) entra, 


ont les termes sont incongrus à ceux de la suite (2 
dont les L t g 1e l 
d’après ce qui précède, et j'ajoute qu'ils le sont aussi 
aux termes de la suite (4); car, si l’on avait 

cat= ba’ (mod. M), 
on en conclurait 


c=œba#t où =but#  [mod. M), 


S. - Alge SUP; Il. LA 
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‘et le nombre c serait compris parmi les résidus de la 
suite (4), ce qui est contre l'hypothèse. D'après cela, 


on a 
p(M)—=372 ou v(M)>37. 


On peut continuer ainsi jusqu à l'épuisement complet 
des p(M) nombres premiers et non supérieurs à M, et 
l’on voit que l’on a nécessairement 


e(M)=— 7", 


m étant un nombre entier; ce qui est le théorème dé- 
montré au numéro précédent. 
Mais la congruence (3) entraîne nécessairement 


a"*=1  (mod.M) 
ou 
a? =r (mod. M) 


ce qui est précisément le théorème de Fermat généralisé. 


Des racines primitives. 


305. D’après le théorème de Fermat généralisé, la 


congruence 
ay (mod. M) 


admet pour racines les o(M) nombres premiers et non 
supérieurs à M. Ceux de ces nombres qui appartiennent, 
suivant le module M, à l’exposant o (M) sont dits racines 
primitives de la précédente congruence, ou simplement 
racines primitives, relativement au module M. 

Ainsi le nombre a, premier à M, sera racine primi- 
tive si, pour toutes les valeurs de » inférieures à o(M), 
a! est incongrue à l’unité, suivant le module M. Dans 
ce cas, la série des résidus des puissances 


2 ce (M)—1 
I, dy ds 00 57 A 
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embrasse les 0 (M) nombres premiers à M et non supé- 
rieurs à M. 
On peut établir de suite qu’il n’existe de racines pri- 
mitives que dans des cas peu étendus. 
Le module M étant décomposé en facteurs premiers, 
soit 
M=—p'qtr,..., 


Ps »T, -.. étant des nombres premiers inégaux. Tout 
nombre a, premier à M, sera premier avec chacun des 
facteurs p’, g*, r', .... et l’on aura, par le théorème de 
Fermat généralisé, 
a)=1 (mod. p"), 
B) __ 
as) =1 (mod. g#), 


al)= 1 (mod. r?), 


Si S désigne le plus petit des nombres divisibles par 
chacun des suivants : 


on aura aussi 
a$= 1 (mod. je ASE (mod. qY), d=I (mod. 7° .. 


La différence a$ — 1 étant ainsi divisible par chacun des 


nombres p’, g“, r”*, ..., elle le sera par le produit M 


des mêmes nombres, et l’on aura 
a$=1 (mod. M). 


Or, p(p') est un nombre pair, sauf le seul cas où l’on 
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ap—2, v=1; de même 9(g*)est pair, à moins que 
g —=2,u—=1, et ainsi de suite. Donc, si M renferme 
plus d’un facteur premier impair, ou si, ne contenant 
qu’un seul facteur premier impair, il renferme le fac- 
teur 2 à une puissance supérieure à la première, deux 
au moins des nombres 


CAE 220 PRES 2 NL DR ei PRO 


auront un diviseur commun, et, par conséquent, le plus 
petit commun multiple de ces nombres sera IR IETIENE à 
leur produit. Ainsi l’on aura 


S << ?(M), 


etle nombre «, pour lequel on a &=1(mod. M), ne 
sera pas racine primitive relativement au module M. 

Il reste à examiner le cas où M ne renferme aucun 
facteur premier impair; on a alors 


Mio iMles 246 


et je dis qu'il n’y a point de racines primitives, si y est 
supérieur à 2. 
En effet, tout nombre impair a peut être représenté 


par la formule 
A = TM 027 


et, par des élévations au carré successives, on en déduit 


a 1 + 92% };, 


92 


doit 2ère, 


8 
ii As 


9Y—2 


A tE pibio)4e 


Ki,ko, ..., k,_, étant des nombres entiers. La dernière 
de ces égalités peut s’écrire 


Le 
a? 1 (mod.M), 
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siv est > 2, et en conséquence a n’est pas racine pri- 
mitive. 

I résulte de là qu’il ne peut exister de racines primi- 
tives que dans les trois cas suivants : 


1° 9: le module M est un nombre premier impair ou 
une puissance d'un nombre premier impair ; 

2° Si le module M est égal au double d'une puis- 
sance d’un nombre premier impair ; 


3° Si le module M est égal à 4. 


Dans le cas de M—4,ona o(M)= 2, et le nombre 
— 1 ou 3 satisfait évidemment à la définition des racines 
primitives. Le cas où M cest une puissance de 2 supé- 
rieure à 4 mérite une attention particulière, bien qu’il 
n’y ait point de racines primitives, dans le sens que nous 
attachons à ce terme. 


Des racines primitives, dans le cas où le module 
est un nombre premier impair. 


306. Lorsque le module M se réduit à un nombre pre- 
mier impair p, on a Q@(M)—p—1. Dans ce cas, 1l 
existe toujours des racines primitives et il est facile d’en 
déterminer le nombre par le théorème suivant, dont nous 
empruntons la démonstration à Gauss : 


Taéonème. — $: le nombre p est premier, et que n 
désigne un diviseur quelconque de p—1, il y a précise- 
ment o(n) nombres qui appartiennent à l’exposant n; 
le symbole g(n) exprimant combien il y a de nombre es 
premiers et non supérieurs à n. | 


Supposons qu l existe un nombre a appartenant à 
l'exposant 7, suivant le module p; les résidus des puis- 
sances 


(1) IN IN) SRI T: 
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seront distincts et chacun d’eux sera la racine de la con- 
gruence 


(2) z—1=0 (mod.p}); 


car l’hypothèse 
a*=1 (mod.p) 
entraîne 


(3) a"*=1 (mod.p}, ou (a*}*—1==0 (mod.p), 
e étant l’un quelconque des nombres 


O, 1,02, .., TIENEE 


& 


donc, d’après le théorème du n° 298, la congruence (2) 
n’a pas d’autres racines que les résidus des puissances 
contenues dans la suite (1). Par conséquent, s’il existe 
des nombres, autres que a, qui appartiennent à l’expo- 
sant 7, chacun d’eux doit être congru, suivant le mo- 
dule p, à une puissance telle que a°. 

Désignons par m l’exposant auquel appartient a*; 
d’après la congruence (3), 7 sera un multiple de m; on 
a d’ailleurs 


(4) (at)*=1 (mod.p) ou a"‘=1 (mod.p), 


et comme a appartient à l’exposant 7, il en résulte que 
me est un multiple de nr. Cela exige que m soit un mul- 
tiple de 7, quand e est premier à n; les nombres m etn 
étant alors divisibles l’un par l’autre, ils sont égaux 
entre eux. Donc a° appartient à l’exposant n, si e est 
premier avec n; mais, si les nombres e et 7 ont un divi- 
seur commun 8 supérieur à 1, la congruence 


€ TL 
(as) 1 (mod.p) 
peut s’écrire 


(at)'=ær (mod,.p), 
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ce qui montre que a° appartient à un exposant moindre 
que 7. 

On peut conclure de là que, s’il existe un nombre ap- 
partenant à l’exposant 7, suivant le module p, il y a pré- 
cisément © (7) nombres qui appartiennent à cet exposant. 

Cela posé, l’exposant auquel appartient l’un quel- 
conque des nombres 


(5) 12 0h tp |; 

relativement au module p, est, comme on sait, égal à l’un 
des diviseurs 

(6) d, d', d”, d”,... 


du nombre p—1. Si l’on cmploie le symbole d{d) pour 
exprimer combien il y a, dans la suite (5), de nombres 
qui appartiennent à l’exposant d, on aura, d’après ce 
qui précède, 
ÿ(d)—p{é4) ou y(d)—o. 

Pareïllement, d(d’), b(d"), ... exprimeront combien il 
ÿ a, dans la suite (5), de nombres qui appartiennent aux 
exposants d’, d”, ... respectivement. L'unité fait partie 


de la suite des diviseurs (6), et comme 1 est évidemment 
le seul nombre qui appartient à l’exposant 1,on a 


(I) = 1. 
Enfin le nombre des termes de la suite (5) étant p —41, 
et chacun d’eux appartenant à l’un des exposants conte- 
nus dans la suite (6), on a l'identité 


pd) +4(d')+ÿ(d")4+...=p—1. 
Mais on a aussi (n° 286) 


p(d) +o(d)+o(d')+.,.=p—i: 
donc 


(7) + (d) + ÿ(d') + ÿ(d")+...—=vy(d) + o(d') + o(d’) +... 
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Dansle premier membre de cette égalité, ceux des termes 
qui ne sont pas nuls sont respectivement égaux, d’après 
ce qui précède, aux termes qui occupent les mêmes 
rangs, dans le second membre; on peut donc supprimer 
de part et d’autre ces termes égaux. Mais, après cette 
suppression, il reste zéro dans le premier membre de 
l'égalité (7); donc il ne doit rien rester dans le second 
membre. D'où il suit que la suppression a porté sur tous 
les termes, et que l’on a 


b(d)=+(d), 
quel que soit le diviseur d. 


CorozratRe. — {y a o(p—1) nombres qui appar- 
tiennent à l’exposant p —-1, relativement au module 
premier p; en d'autres termes, il y a, relativement à ce 
module, o(p —1) racines primitives. 


Remarque. — Les nombres qui appartiennent, suivant 
le module premier p, à un exposant, 7 égal à un diviseur 
F P P 
quelconque de p— 1, sont dits quelquefois racines pri- 
PTT , HART 
mitives pour la congruence x" =1 (mod.p}). Alors, 
d’après ce qui précède, cette congruence a 7 racines, 
parmi lesquelles il y en a p(z) qui sont primitives. 


307. Nous établirons encore ici une proposition fort 
importante qui trouvera plus loin son application. 


Tuéorème. — Si deux nombres a et b appartiennent, 
relativement au module premier p, à deux exposants m 
et n premiers entre eux. le produit ab appartient à 
l’exposant mn. 


En effet, soit 5 un exposant tel que 





(ab) = af k = TA mod. P}), 
on aura, par l'élévation à la puissance m, 


ans bnS— ÿ (mod. p) ; 
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mais, & appartenant à l’exposant m,on a 


a"S=1 ({mod.p): 
uonc 
bBS= 1  (mod.p}, 


et, par conséquent, ns est un multiple de l’exposant » 
auquel à appartient. D'ailleurs »2 et 7 sont premiers entre 
eux; donc s est un multiple de 7. On ferait voir de même 
que s est un multiple de m, et il en résulte que s est di- 
visible par le produit #n. Or on a, par hypothèse, 


a"=1, b=1 (mod.p), 
d’où 
4 ar pm | ab\r=r. [mod.p}: 
donc le produit mn est bien l’exposant auquel ab appar- 
tient. | 


CorozraiRE 1. — 9x les nombres a, b,c, ... appar- 
tiennent respectivement, par rapportau module p; aux 
exposants m, n, Fr, ..., premiers entre eux deux à 
deux, le prod'iit abc... appartient à l’exposant mnr……. 


CorozriaiRE Il. — Sz: le nombre p— 1 est égal au pro- 
duit 2q"1*, ...,q,r, ... élant des nombres premiers 
impairs inégaux, et si a, b, c, ... designent des nom- 
bres qui appartiennent respectivement aux exposants 
2,q*,1%, ..., le produit abc... ou son résidu appar-- 
tient à l’exposant p — 1, et il est en conséquence racine 
primitive, relativement au module p. 


Autre manière de présenter les resultats qui précèdent. 


308. Les propriétés que nous venons d'établir, à l’é- 
gard des modules premiers, peuvent encore être démon- 
trées, comme nous allons le faire voir, par une méthode 
identique à celle dont nous avons fait usage dans le Cha- 
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pitre V de la Section I, en nous occupant des racines 
des équations binômes; il y a quelque avantage à faire 
ressortir le lien qui existe entre les deux théories. 


Taéorème I. — Les racines communes à deux con- 
gruences binômes de module premier p, 


xM=1 (mod.p)}, +x"=1 (mod.p)}, 


sont également racines de la congr'uence 


x=1 (mod.p), 


8 étant le plus grand commun diviseur de m et de n. 
x"— 1 est, en effet, le plus grand commun diviseur de 
x— 1 et de x?— 1. Ce théorème est, par suite, une 
conséquence du corollaire démontré au n° 300. 
Il est évident que, réciproquement, chaque racine de 
la congruence x°— 1 = 1 satisfait aux deux proposées. 


CororLaire. — Si 0 désigne le plus grand commun 
diviseur des nombres m et p— 1, la congruence binôme 
du module premier, 


x"=1 (mod.p), 
aura 0 racines qui appartiendront à la congruence 

æa'=1 (mod.p). 

En effet, les racines de la congruence proposée ap- 
partiennent aussi à la congruence 
æPl—1=o (mod.p) 

D'ailleurs, la congruence 

0 


t'—1=0 (mod.p) 


a ÿ racines (n° 299), puisque son premier membre est 
un diviseur de x?! — 1; la proposée a donc elle-même 
@ racines. 


pe 
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Si m est premier avec p—1, on a 6 —1,et dans ce 
cas la congruence x" =1 n’a pas d'autre racine que 
l'unité. 

D'après ce qui précède, on peut borner l'étude des 
congruences binômes de la forme 


z"Æ=1 (mod.p) 
à celles dont le degré mn est un diviseur de p—1. 


Taéorkme Il. — Sr a désigne une racine quelconque 
de la congruence de module premier 


æ"=1 (mod.p}, 


dont le degré m est un diviseur de p —1, toute puissance 
de a ou son résidu minimum est également racine. 


La congruence 
a®=1  (mod.p) 


entraîne en effet 
ak; où (ak)"=r, 


et si à désigne le résidu minimum de a*, par rapport àp, 


on à 
aë=6, d'où b"=r; 


par conséquent, tous les termes de la série 
HI EU ie. «4 


ou leurs résidus minima, sont racines de la même con- 
gruence. Or, à cause de a”=1, on a aussi 





antiz= a, arr? a? 


3 se 


La série précédente contient donc au plus m termes 
ayant des résidus différents, et ces résidus se reprodui- 
sent périodiquement de men m. Si les m premiers termes 


HSE A NES PES AP OAV UT 
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sont incongrus suivant le module p, leurs résidus sont 
les m racines de la congruence proposée. Dans le cas 
contraire, si l’on a, par exemple, 


ant = a" [mod.p}, 
a étant premier avec p, il vient, en divisant par a”, 
at=1 (mod.p); 
par conséquent, a est racine d’une congruence binôme 
æ*=1 (mod.p) 


de degré n inférieur à #7. De là résulte cette proposi- 
tion : 


TaéorÈme IL. — S: à est uneracine de la congruence 
x"= 1 (mod. p), quin appartienne à aucune congruence 
de degré moindre x"=1(mod. p), les m racines de la 
proposée seront les résidus des m puissances de a 


US OT PAT RENTE 


L’analogie de la théorie que nous exposons avec celle 
des équations binômes conduit naturellement à appli- 
quer la dénomination de racines primilives d’une con- 


gruence binôme 
æ"=1 (mod.p) 


dont le degré m divise p— 1, à celles des racines de cette 
congruence qui n’appartiennent à aucune congruence de 
même forme et de degré moindre. Comme dans le cas 
des équations binômes, chaque racine primitive jouit de 
la propriété de donner toutes les autres racines par ses 
diverses puissances. 

Il faut remarquer que, chaque racine non primitive 
de la congruence x”=1{mod. p) appartenant à une 
congruence de même forme ei de degré moindre, elle ap- 
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partient aussi à une troisième congruence de même 


forme, et dont le degré divise celui de la proposée. 


309. Voici maintenant comment on peut établir l’exis- 
tence des racines primitives. 

Considérons la congruence 
(a) xM==1 (mod.p}), 
et supposons d’abord que mne contienne qu'un seul fac- 
teur premier g, que l’on ait 

TRES qŸ; 

toute racine non primitive de 
(2) x =1 (mod.p) 


appartient à une congruence 


EN 


x=1 (mod.p), 


dont le degré 8 est un diviseur de g* et même de g*-1; 
et, par conséquent, celte racine appartient aussi à la 
congruence 


(3) a = (mod. p|. 


D'ailleurs les racines de (3) sont aussi racines de (2); 
leur nombre est g*-', par conséquent celui des racines 
primitives de la proposée est 


l 
q* =. is ou q° ( = 1) . 
4 


Supposons maintenant m quelconque, et soit 


À 


1 


NGC T ESS 


QG» l'y -.., s désignant des facteurs premiers inégaux. 
Considérons les congruences 


(4) ad =1 (mod. p), +" ==1 (imod.p),…, æ = (mod. p), 


+ 
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et désignons par & une racine primitive de la première, 
par à une de la deuxième, etc., par l'une de la dernière. 
Il résulte du théorème démontré au n° 307 que le résidu 


du produit 
ADN 


est une racine primitive de la proposée 
, à 
(5) als = y (mod. p). 


Mais on peul aussi établir ce point de la manière sui- 
vante : il est d'abord évident que ab...{, ou son résidu, 
est racine; car on a 


ar, br, 1 mod. p), 
et, par suite, 
(2078010068 1 (mod. p). 
Maintenant, si ce produit n’est pas une racine primitive 
de la proposée, il sera racine d’une congruence 


x=1 (mod.p}) 


dont le degré 9 sera un diviseur de m, et il y aura au. 
moins un facteur premier dem, qui entrera dans 8 moins 
de fois que dans m. Admettons que le facteur 4 soit dans 


Y 


ce cas; alors 4 divisera g*-!r*.,.s", et, par suite, ab... 


sera racine de la congruence 
À 


pi v, . LEE tn . 
TT VE S=—=1  (mod.p}; 


on aura donc 


“2 
, 





(ab... NYÉMEES re S (mod. p): 


| 


mais On à AUSSI 


(Bb... 2j = y {mod.p}, 
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et, par la division, 
ares (mod. p). 


On voit par là que a est racine des deux congruences 


= À 
PL LES ==] et 2x =} (mod. P) 


et, par suite, de 


rit { mod p), 


puisque g*—! est le plus grand commun diviseur entre 
les degrés des précédentes ; & n’est donc pas, comme on l’a 
supposé; une racine primitive de x%=1 (mod. p). 

Il est ainsi démontré que, si a, b, ..., c désignent des 
racines primitives respectivement de la première, de la 
deuxième, etc., de la dernière des congruences (4), le 
produit ab...c, ou son résidu, est une racine primitive 
de la congruence proposée (5). En outre, en répétant ici 
le raisonnement dont nous avons fait usage au n° 104, à 
l’occasion de l’équation binôme, on prouvera que toutes 
les racines, tant primitives que non primitives, de la 
congruence (5), sont représentées par la formule 


ARE 


où l’on doit prendre pour a, b, ..., l'toutes les racines 
respectivement de la première des congruences (4), de la 
deuxième, etc., de la dernière; et que la même formule 
donne toutes les racines primitives, en prenant pour 
a, b, .…, l les diverses racines primitives des congruences 
auxquelles elles appartiennent. Comme le nombre des 


. DAC I . : 
racines primitives a est (7 LN (: DR: :) » que celui des racines 
D 


i I 
best r” (— 2) ..., celui des racines /, s? U- D}, on 
r 
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en conclura que le nombre des racines primitives de Ja 
proposée est | 


ce qui est le résultat déjà obtenu. 


Theorème relatif aux residus des puissances dont le 
degré est un diviseur de p—1. 


310. Taéorkme. — Le module p étant supposé pre- 
mier et 0 étant un diviseur de p—1, soient x, et £ deux 
nombres compris entre zéro et p; si l’on a 


2€ (mod.p), 


on a aussi 
p=1 


Et, rt(mod pi: 
et, réciproquement, st l'on a 


Pt 
Ep mod p} 
la congruence 
x= € (mod.p) 
a 6 racines. 


La première partie du théorème est évidente; car, si 


lon a 
x =Ë (mod.p), 


en élevant les deux membres à la puissance —., on a 


p—1 


ae an TER OS 


et, à cause du théorème de Fermat, 


Et 1 (mod.p} 
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p—1 


Le fe Lo: 
Réciproquement, supposons que l’on ait £ 1, ou 


E —I1=pQ; 


retranchant chaque membre de cette égalité de xP-1—-7, 
il vient 
pi pa pi 
() 
Pr — pQ —xr-t— E » 


HE . — Ë 


Or le second membre admet pour diviseur x°— #; il en 
est donc de même du premier membre xP-1—1—pQ, 
et par conséquent, en vertu du théorème démontré 
au n° 299, la congruence 


x —£—=0o (mod.p}») 
a 8 racines. Ce qu'il fallait démontrer. 


CororLarRe. — St p est un nombre premier, et qu’en 
décomposant p — 1 en facteurs premiers on ait trouvé 


Fe NS LE AE 


les racines non primitives de la congruence 
api 1 = (mod. p), 


racines qui appartiennent toutes à l’une au moins des 
congruences 


pi DEL PA p— 1 
2 RES PAIN FA 
VA == 1; # à Et 4e TL = 3; TX EN 
sont des résidus de carrés, ou de puissances q, ou de puis- 
sances r, etc., ou de puissances s; et, réciproquement, 
tout nombre résidu d'un carré, ou d’une puissance q, 
ou etc., est racine de l’une des congruences précédentes 
et n'est pas racine primitive du nombre premier p. 


Ce corollaire résulte immédiatement du théorème qui 
S. — AÀl3. sup., 1. 5 


66 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
précède; on peut ajouter que, parmi les nombres 
Or SR RE ne La 


il y en a la moitié qui sont des carrés (résidus de carrés), 
la g'°%* partie qui sont des puissances g, la ri°"€ partie 
des puissances r,..., la si?" partie des puissances s; et, 
plus généralement, si l’on ne considère parmi ces nom- 
bres que ceux qui sont à la fois des puissances 2, q, r, .…., 
la sième partie de ces derniers sera en même temps des 
puissances s. En effet, les nombres qui sont à la fois des 
résidus de carrés, de puissances qg, de puissances r, …, 


satisfont aux congruences 
) | P—1 
T' ll, IL Ii TL (mod. p) 


et, par conséquent, sont racines de 


Pa 
2 TN mod. p je 
nil | . 
leur nombre est donc —; pareillement, le nombre 
24... 


de ceux qui sont en même temps des puissances s est 


 . 


= : ilest donc-la site partie du premier. 
2qr.. :S : 


Le 


311. La congruence 
(a) x 10 (mod.p) 


peut se mettre sous la forme 


pi pt 
Gr) (ea) got 


et chacune des deux congruences 


Pan 
D) 


) Æ Ni 0 1Mmod Ph 


) 2 + 10 (mod. p), 


C) 
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racines, En 





dans lesquelles elle se décompose, a ‘ 


outre, d’après le théorème du n° 310, chaque racine de 
la congruence (2) est un résidu de carré, ou un résidu 
quadratique ; au contraire, aucune des racines de l’équa- 
tion (3) ne peut être le résidu d’un carré, et ces racines 
sont dites non-résidus quadratiques, ou simplement non- 
résidus. 

Le nombre a sera donc résidu ou non-résidu quadra- 
tique, relativement au module premier p, suivant qu’il 
satisfera à la congruence (2) ou à la congruence (3), 

pt 


c’est-à-dire suivant que la division de a ? par p don- 
nera le reste +1 ou le reste —r. Legendre a proposé 


, : «a 
de représenter ce reste par le symbole (2). en sorte que 
P 


« 
G=- 
P 


quand a est résidu quadratique, et 


l’on a 


quand a est non-résidu. 

Il est évident que, si p est de la forme 4147, les deux 
nombres a et — a sont en même temps résidus ou non- 
résidus. Au contraire, si p est de la forme 41 +3, l’un 
des deux nombres a, — a est résidu, tandis que l’autre 
est non-résidu. 

S1 les nombres a et b sont tous deux résidus ou tous 
deux non-résidus, on a 


| Fig P=1 Era 


a —=tr, 6 —=—+r, d'où (ab) —=+1 (mod.p): 





Il 


par conséquent, le produit ab est résidu. Si, au contraire, 
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l’un des nombres a et b est résidu, et que l'autre soitnon- 
résidu, on a 
pi pi pt 
a” EE re ro8, PRE À —=7%1, d'où (ab) NET (mod, P) : 
le produit ab est donc non-résidu. 
On exprime ce résultat par la formule 


ie 6) 6) 


et 1l est évident qu’on aura généralement 


Fr) Gé) CES 


On trouvera plus loin un beau théorème de Legendre 
qui permet de déterminer très-facilement le signe des 


. a 
expressions { 0 D 
P 


Recherche des racines primitives d’un nombre premier. 


312. Le théorème du n° 310 fournit un moyen de 
trouver les racines primitives d’un nombre premier. 

Soient p un nombre premier ; 2,gq, r, ..….,s les facteurs 
premiers inégaux de p—1, et écrivons les p—1 nombres 


LA Ole en NP ele 


si l’on enlève de cette suite tous les résidus de carrés, de 
puissances q, de puissances r, etc., il ne restera plus que 
les racines primitives de p. 

Au moyen des carrés, on exclut d’abord la moitié des 
nombres; au moyen des puissances g, on exclura la gi. 
parte de ceux qui restent, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trouver les 
racines primitives de 31. 
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Écrivons les trente nombres 


Eee Jr VO 6,097.:46,:19,:210, 
(a) PT 19141010, 11010, 10, 1 20, 
M2 209, 2 204 20,27.-20, 20,100; 


comme les facteurs premiers de 30 sont 2, 3 et 5, il suf- 
fira d'enlever de la suite (1) les résidus des carrés, des 
cubes et des cinquièmes puissances. 

Pour exclure les carrés, nous élèverons les nombres (1) 
au carré; les carrés des quinze premiers sont 


1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 
et ils ont pour résidus 
(2) 1010 29,0,10:2, 10, 1; 20, 20, 14, 10,0; 


les carrés des quinze derniers nombres de la suite (1) don- 
neraient les mêmes racines, car on a 


(31—h)=#? (mod. 3r). 


Otant ces quinze nombres (2) de la suite (r), il restera 
les quinze que voici : 


PR 0t 22.119,19, 17, 21,122; 29, 24; 20,279, 20, 30, 


dont il faut maintenant supprimer les cubes et les cin- 
quièmes puissances. Chaque nombre déjà supprimé (2) 
satisfait à la congruence 


ælô= 1 (mod.3r); 


donc sa puissance troisième et sa puissance cinquième y 
satisfont aussi, et, par conséquent, font partie des nom- 
bres déjà supprimés. D’après cela, les nombres de la 
suite (3) qu'il reste à rejeter sont des résidus de puis- 
sances troisième et cinquième de ces mêmes nombres (3). 
Pour avoir les résidus des cubes de la suite (3), il suffit 
de multiplier les premières puissances par les résidus 
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quadratiques que la suite (2) fait connaître et qui sont 
0;:9, 28, 20, 114; 8, 10,17, 19, 2/18, 29/0 RS 


on aura ainsi les résidus cubiques suivants : 


27, 30, 308, 240, 182, 120, 170, 147, 418, 46, 432, 650, 432, 116, 30, 


(4) 


dont les résidus minima sont 


27,80, 29, 23, 27,27, 19, 23, 15, 10,20 00 PRE 


Il n’yen a que cinqde différents, comme nous le savions 
d'avance ; ce sont 


(5) 19, 23, 27, 29 30, 


et en Ôtant ces nombres de la suite /?\ il ne restera plus 
que les dix suivants : 


(6) 3; O,AIIS 0123010310, I) DT AUS 


dont il n'y a plus à rejeter que ceux qui sont des cin- 
quièmes puissances. Chacun des nombres déjà exclus 
satisfait à l’une des congruences 


ælô=1 (mod. 31}, x°=1r (mod.31). 


Ilen est donc de même de sa cinquième puissance, qui, 
par conséquent, fait partie des nombres exclus: un 
nombre de la suite (6) ne peut donc être la cinquième 
puissance que d’un nombre de la même suite. Pour avoir 
les résidus des cinquièmes puissances des nombres (6), 
il suffit de multiplier les résidus cubiques déjà formés par 
les résidus quadratiques correspondants, et de prendre les 
résidus minima des produits. Les résidus cubiques sont 


27, 80,220, 29, 2750 107120 01020 RES 
les quadratiques 


0,9, 020,020 È T0 PT AITONN LEO, 
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les produits sont 
243, 150, 812, 460, 378, 150, 161, 285, 522, 750, 
et l’on trouve pour résidus des cinquièmes puissances 
26, 26, 6, 26, 6, 26, 6, 6, 26, 6. 


Il n’y a ainsi, dans la suite (6), que deux cinquièmes 
puissances, comme nous le savions déjà, savoir : 


6, 26; 


en supprimant ces deux nombres, il ne restera plus que 
les huit racines primitives de 31, savoir: 
2h ee DO PAIN HOT EE PETT 

313. La recherche des racines primitives ne peut guère 
s'effectuer que par tâtonnements; le procédé que nous 
venons d'indiquer est presque impraticable dès que le mo- 
dule est un peu considérable ; aussi croyons-nous utile de 
faire connaître une autre méthode due à Gauss, et par 
laquelle on peut obtenir assez facilement une racine pri- 
mitive ; les autres racines primitives pourront être déter- 
minées ensuite, comme nous l’avons indiqué précédem- 
ment (n° 306). 

On prendra arbitrairement un nombre a dans la suite 
2,3, ..….,(p—1), 2 par exemple, et l’on déterminera sa 
période, c’est-à-dire la période des restes fournis par les 


puissances 
ER PTT RER 


Si cette période a p— 1 termes, a sera une racine primi- 
tive; mais, si la période a moins de p—1r termes, on 
prendra un autre point b qui ne soit pas compris parmi 
les restes de la suite (1), et l’on cherchera de même la pé- 
riode de b. Si cette période de b& a p— 1 termes, b sera 
racine primitive; mais supposons qu'il n’en soit pas 
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ainsi. Désignons par r l’exposant auquel a appartient, et 
par m celui auquel appartient b ; comme les restes de la 
suite (1) comprennent tous les rombres quiappartiennent 
à l’exposant », et, pour la même raison, ceux qui appar- 
tiennent à un exposant sous-multiple de x, le nombre rm 
ne sera pas un diviseur de 7. Mais il peut être un mul- 
tiple de 7, et, quand ce cas se présente, la connaissance 
de b aura avancé la solution de la question, car ce nombre 
appartient à un exposant plus élevé que celui auquel a se 
rapporte. Supposons que m2 ne soit égalni à p—1 mi à 
un muluple de 7; désignons par sle plus petit commun 
multiple de r et m,etdécomposons ce nombre s en deux 
facteurs premiers entre eux 7, m', qui divisent respec- 
tivement les nombres 7 et m. Voici comment cette dé- 
composition peut être effectuée : on décomposera les nom- 
bres 7 etrn en leurs facteurs premiers; soit c l’un de ces 
facteurs premiers destiné à entrer danss avec l’ GR y. 
Si ct est diviseur de 7 seul, on fera figurer c*' dans n'; si 
c'est diviseur de m seul, on introduira au ct c1 
dans »/; enfin, si c' est diviseur commun de "»7 et de #, 
on introduira ct à volonté, soit dans m', soit dans »/; on 
agira de même à l'égard des autres facteurs premiers des. 
On aura ainsi s — #/m', avec n=n'e, m=mlf,e et f 
étant des entiers. Cela posé, je dis que le nombre a° appar- 
tient à l’exposant », relativement au diviseür p; en effet, 
la puissance n°" de a° est a*, et elle donne en consé- 
quence le reste 1; iln’y a pas d’ailleurs d’exposant v in- 
férieur à 7’ tel que (a°)' ou a*° donne le reste 1, puisque 
ve est inférieur à z et que a appartient à l’exposant n. 
On ferait voir de même que bf appartient à l'exposant »?, 
et il en résulte (n° 307) que le produit ac. bf ou le résidu 
de ce produit appartient à l’exposant n'n'=s. 

La méthode que nous venons d'exposer conduit, dans 
tous les cas, à un nombre qui appartient à un exposant 
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plus élevé que celui auquel appartient le nombre a duquel 
on est parti. En poursuivant la même marche, on arri- 
vera donc certainement à un nombre appartenant à l’ex- 
posant p —1; ce nombre sera une racine primitive de p. 
Mais, dans la plupart des cas, il se présente des circon- 
stances particulières qui permettent de simplifier l’appli- 
cation de la méthode. 


314. PREMIER EXEMPLE. — On demande une racine 
primitive du nombre premier Tu. 


- Prenons le nombre 2 et cherchons sa période. A cet 
effet, on formera la série des puissances de 2; chacune 
d’elles s'obtient en multipliant la puissance précédente 
par 2; mais, avant de faire cette multiplication, il faut 
avoir soin de retrancher 71 de la puissance qui sert de 
multiplicande, lorsque celle-ci est supérieure à 71. On 
trouve que la période de 2 a 35 termes qui sont 


DA 0 40099, 017 07, 

435 419,750, 00, 19,27: 04; 

(1) ENS OI, 121,040, 20, 
90,20,.00, 49,110,100; 09, 

M10,120/40, 70,010, 090% "1, 


Le nombre 2 n’est donc pas racine primitive de 7r, etil 
appartient à l'exposant 35; mais il est facile de voir que 
le complément de 2 à 71, c’est-à-dire 69, est racine pri- 
mitive. En effet, de l'identité 

69 = 71 — 2, 
on tire 
69° =2* 
? . + (mod. 71), 
60° = 25 
d’où il résulte que la suite des restes fournis par les puis- 
sances de 69 pourra se déduire de la suite des restes des 
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puissances de 2; il suffira effectivement de remplacer, 
dans cette dernière suite, les restes de rang impair par 
leurs compléments à 71, sans rien changer aux restes de 
rang pair. Dans la suite des restes fournis par les puis- 
sances de (2) et dont la première période est l’ensemble 
des nombres(r), lereste 1 occupe les rangs 35,70, ...; ce 
reste 1 n'apparaîtra donc qu’au 70° rang, dans la pé- 
riode de 69, et en conséquence 69 est racine primitive. 
Formons la période de 69 en suivant la marche que nous 
venons d'indiquer, c’est-à-dire en prenant deux fois la 
période (1) du nombre 2 et en remplaçant les termes de 
rang impair parleurs compléments à 71, on trouvera: 


69, 4, 63, 16, 39, 64, 14, 
43::50,130, 11,210, PR 
344419,105%612 47948 140; 
60, 1425608920, 10 39/8000: 
Gr, 20, 3F, 20, 53;-90,270; 
(2) 25.07,20,:90 032 TT 
28/49; AT,100, 22) 27 01 
37, 08,.0,,50; 24, 29; 20: 
21/20, 10 TTC 
10,/01. 40, 02,410, 30 I 


et ceux des nombres du tableau (2) dont les rangs sont 
marqués par des nombres premiers à 70 seront les racines 
primitives de 71. Les 24 racines primitives de 71, dans 
l'ordre où elles se présententcommerestes de puissances 
de 69, sont ainsi 


69, 03, /00,1 11, D TO 
93, 01; 315 93 07 PE 20 
22,00, 5 00, 1215210 202109 100; 


la plus petite de ces racines primitives est 7. 
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915. SEconp EXEMPLE. — On demande une racine 
primitive du nombre premier 73. 


On formera, comme précédemment, la période du 
nombre 2; on trouve ici que cette période n’a que 9 ter- 
mes et qu’elle se compose des nombres 


PMAROMIO) 32004,.65Man0%r; 


le nombre 2 appartient donc à l’exposant 9, relativement 
à 73. Comme 3 ne fait pas partie de la suite précédente, 
nous formerons de même la période de 3; celle-ci se 
compose des 12 termes suivants: 


à 3, 9; 277, 6, 24, 72, 
TUN64 210; 000, AOL: 


en sorte que 3 appartient à l’exposant 12. Le plus petit 
multiple commun des nombres 9 et 12 étant 36, la mé- 
thode du n° 307 fera connaître un nombre appartenant à 
l'exposant 36. Cet exposant 36 est le produit des facteurs 
9 et 4 qui sont premiers entre eux et qui divisent respec- 
tivement 9 et 12; les quotients de ces divisions sont 1 
et 3; par conséquent le nombre 2 x 3% ou 54 appartient 
à l’exposant 36. Formons la période de 54, on trouve les 
36 termes suivants : 


O0 Co i0 MOTO 4AG33 7e; 
MUC NANO DT MAT, Mot 65;015o; it, 
4 070 007 012; 0 04 29, D96, +46; 

DR 100 M0 002 100 10,023, © 1, 


qu’on obtient très-facilement en remarquant qu'un terme 
quelconque se forme en. multipliant par 3 celui qui le 
précède de 3 rangs et en prenant le résidu du produit 
obtenu, relativement à 73; cela résulte de ce que 3 est le 
cube de 54 diminué d’un multiple de 73. Maintenant le 
nombre 5 ne fait pas partie du tableau précédent, mais 
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son carré 5? ou 25 s’y trouve et 1l y occupe un rang mar- 
qué par le nombre 25 qui est premier à 72. Il résulte de 
là que 5? appartient à l’exposant 36; l’exposant auquel 5 
appartient est donc égal à 36 X 2 ou à 72; en d’autres 
termes, 5 est une racine primitive de 73. 


316. Nous donnons ici une Table dans laquelle on 
trouve la plus petite racine primitive pour chacun des 
nombres premiers inférieurs à 100. 


Nombres prem'ers. 


Racines primitives.| 2 








Nombres premiers.! 43 | 49 | 53 | 59 | 6x 


Racines primitives.| 3] 5} 2 





Et à cette occasion nous présenterons les remarques 
suivantes : 

1° Sipest de la forme 4k +1 et que a soit racine pri- 
mitive, — a est aussi racine primitive. 

2° Si pest de la forme 4k+3, a et — a ne peuvent 
être en mênre temps racines primitives. 

En effet, tout nombre qui n’est pas racine primitive, par 
rapport à p, satisfait à une congruence telle que 


pi 
x —=1 (mod. p}, 


0 étant un diviseur premier. de p—1. Lorsque 
F2 W. . . 
p=4k+1, _ est un nombre pair, et les racines de 


la précédente congruence sont, deux à deux, égales etde 
signes contraires, ou complémentaires au module. En 
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second lieu, lorsque p—4k+3, si a satisfait à la con- 
ps 
9 . . 
gruence x * =+1 (mod.p}), le nombre —a satisfait 
p—1 
àx * —=1 (mod.p); donc l’un au moins des nombres 
a et — a n’est pas racine primitive. 


Des racines primitives dans le cas où le module est égal 
à une puissance d'un nombre premier impair, ou 
égal au double d'une telle puissance. 


317. THéorëme [. — Sx p est un nombre premier im- 
pair, et quég soit une racine primitive pour le module p”, 
g ou son résidu minimum, relativement à p, sera égale- 
ment racine primitive pour le module p. 


En effet, désignons par ñ l’exposant auquel appar- 
tient g, relativement à p, on aura 
g*=1 (mod.p)}, 
ou 
g' —=1+ p, 
k étant unentier. En élevant cette égalité à la puis- 
sance p, il vient 


PDA) 


Æp?+...: 
1,2 / ‘ 


RE T + LA + 
dansle second membre de cette formule, tous les termes, 
à l'exception du premier, sont divisibles par p?; on a donc 

RER Erel AT LE 


k, étant un nombre entier. On trouvera de même, par 
des élévations successives à la puissance p, 


ge = 1 + 4, 3p} 
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Ko, .…., k,_, étant des entiers. La dernière de ces éga- 
lités peut être mise sous la forme 


g"P"— =1 (mod.p'), 
et elle montre que g ne peut être racine primitive, pour 
le module p”, que si 2—p—1, et, dans cecas, g est 
racine primitive de p. 


318. Taéorime II. — Une racine primitive g du mo- 
dule premier impair p est racine primitive pour le mo- 


Pl; 
dule p', v étant ©>1, lorsque 5 


n'est pas divisible 
par p. Au contraire, g n'est pas racine primilive pour le 


pi 
module p', quand me est divisible par p. 


En effet, désignons par t l’exposant auquel g appar- 
tient relativement au module p’; on aura 


g'=æ1 (mod.p) 
et par conséquent 
gt =1 (mod.p) 
Comme g est, par hypothèse, racine primitive de p, la 


congruence précédente exige que t soit un multiple de 
p—1,; d’ailleurs t est un diviseur de 


g(P") =?" {p— 1); 
donc on a 
ES D (p Sn 1 
À étant un nombre inférieur ou égal à v—r. 
Cela posé, désignons par i l’exposant de la plus haute 
puissance de p qui divise g?-1—1, on aura 


BP TE PS 


k étant un entier non divisible par p; on a ensuite, 
comume au numéro précédent, par des élévations succes- 
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sives à la puissance p, et en remarquant queine peut 
être nul, 
COMTE In +, 
ns 


gp" (b-4) SRE Apr, 


Ki, ko, .…, k, étant des entiers non divisibles par p. 
On voit, par ces formules, que la plus petite des va- 
leurs de À telles, que l’on ait 


gP\(p—1) 1 (mod.p'), 


cst 
À == y — £, 
Donc on a 
À v—7 
Sr, et 
À<Tu— 7 


sirest >1I. 

Dans le premier cas, g appartient à l’exposant o(p”), 
relativement à p’; en d’autres termes, g est une racine 
primitive. Dans le second cas, g appartient à un expo- 
sant inférieur à @( p'),etiln’est pas en conséquenceracine 
primitive. 


319. Taéorime IIL. — 4 chaque racine primitive 
pour le nombre premier p correspondent p*? (p — 1) 
racines primitives pour le module p”. 


Soit a une racine primitive de p, prise entre zéro et 
p— 1; l'expression des racines primitives congrues à a 
sera 

g = a + Ép, 
k étant un entier quelconque; on ure de là 


GP? kp + SE Nr ap Ep 





Pt 1 = {art 1) + — 
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Supposons d’abord que aP-l— 1 ne soit pas divisible 
par p?; gP-1—1 sera divisible ou non divisible par p?, 
suivant que 

aP—1— 1] 


a st ar? k 
; (p—1) 
ou 

aP— a 


k Liu 
P 





sera divisible ou non divisible par p. Si donc on désigne 


s + . . a?’ — a “ 
par æ& le résidu minimum de ——— par rapport à p, 
F 


et que l’on fasse 
k = « + À, 


h étant un nombre non divisible par p, tous les nombres 
g compris dans la formule 


(1) g—a+{a+#k)p 


seront, d’après le théorème IT, des racines primitives 
pour le module p”. 

Supposons en second lieu que a?=!—1 soit divisible 
par p?; dans ce cas, g/-!— 1 ne sera divisible par p? que 
si À est divisible par p : d’où il résulte que la formule 


(2) g—=a + hp, 


où k désigne un nombre non divisible par p, ne donnera 
que des racines primitives de p”. 

S1 l’on ne veut avoir que les valeurs de g distinctes 
suivant le module p”, on ne devra donner à À dans les 
formules (1) et (2) que o(p!)=p"?{p—:1) valeurs dif- 
férentes, et 1l en résultera un pareil nombre de racines 
primitives pour le module p*. 


Remarque. — Comme & est racine primitive de p, le 


2 


États is 
nombre aPt—1— (a D os + 1) ne peut être 
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divisibie par p? que si l’on a 


p—1 


a? +1=0 (mod. p°?) 
Corozrarre. — Le nombre des racines primitives, pour 


le module p', est égal à o[ p""(p —1)] ou à go(p'). 


En effet, d’après le théorème I, chaque racine primi- 
tive de p’est racine primitive de p; d’ailleurs, d’après le 
précédent théorème, chacune des @(p — 1) racines pri- 
mitives de p donne @{p"") racines primitives de p'. Le 
nombre total de ces dernières est donc 


pp" )p(p—1)=+p[p"t{(p —1)] = yep (p"). 


320. Tnéorëme IV. — Le nombre premier p étant 
impair, toute racine primitive impaire de p' est en méme 
temps racine primitive pour le module 2p'; et récipro- 
quement, toute racine prinutive de 2p° est racine pri- 
mitive pour le module p”. 

Soit g un nombre impair non divisible par p, et dési- 
gnons par », n’ les exposants auxquels g appartient rela- 
tivement aux modules respectifs p', 2p'; on aura 


(1) g"=1 (mod. p'), g“=1 (mod. 2p'). 
La seconde de ces congruences donne 
(2) g"=1 (mod.p") 


et, par conséquent, »’ est un multiple de 7. En outre, 
g étant impair, on a g/—1 (mod. 2); par conséquent, la 
première des congruences (1) donne aussi 


g"=1 (mod. 2p'), 


d’où il suit que » est un multiple de #’.Onadoncr =», 
S. — Alg. sup., IL 6 
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et le nombre g appartient au même exposant suivant les 
modules p’, 2p”. 
Enfin, comme on a 


p(2p")=#+(p)=p""{p—1), 


si le nombre g est racine primitive pour l’un des mo- 
dules, il l’est aussi pour l’autre. 


COROLLAIRE. — Il y a autant de racines primitives 
pour le module 2p° que pour le module pr 


En effet, si l’on prend les racines primitives impaires 
de p' et qu’on leur adjoigne les racines primitives paires 
augmentées chacune de p', on obtiendra ®o(p") racines 
primitives de 2p”. 


321. Exemrze. — Considérons le cas de p = 9. Les 
racines primitives de 7 sont 3et5;ona 


ET 53 — 125= 27 (mod. 49); 


donc 3 et 5 sont racines primitives pour les modules 7» 
et 2 x 7’, quel que soit l’exposant v. 

Supposons y—2, et considérons d’abord le cas du 
module 49. Comme on a 


37 — 3 5— 6 


— 312=4, ——— —11160—=2 (mod.7), 





le nombre désigné par & au n° 319 a respectivement les 
valeurs 4 et 2. Les racines primitives de 49 seront donc 
données par les formules 


g—3+7(h+4),, g—5+7(h+2), 


où h est premier avec 7; en donnant à cette indéter- 
minée les valeurs 


— 4; — 3, TT TER +1, +2 


SECTION III. — CHAPITRE II. 


CN 
CA) 


dans la première formule, et les valeurs 


F 


— 2, —1, HI, +2, +3, +4 


dans la seconde, on obtient les deux séries suivantes, 
composées chacune de six racines : 


dRIO 7-21 0040. 
d'RIT 20 M0 4047, 
ou 
o AE 0. 38 SE SAR 
nike D SUR si Da 35, 
Quant au module 2 >< 49 ou 98, ses douze racines pri- 
mitives seront 


V0 00029 07 
0,199, 47001, 179,00: 


De la congruence xt —1=0{(mod. M), dans le cas 
où M est égal à une puissance d’un nombre premier 
impair ou égal au double d’une telle puissance. 


322. Le nombre p étant premier et impair, soit a une 
racine de la congruence 


(1) æt—1=0 (mod.p' ou 2p'), 
on aura, à la fois, 


t 


Dr anne re fmod péouts |. 


S1 donc 0 désigne l’exposant auquel appartient a, relati- 
vement au module M = p’ ou — 2p', le nombre 6 sera 
un diviseur commun des nombres 


NP REP hs 


par suite il divisera le plus grand commun diviseur 7 de 
ces mêmes nombres. D’après cela, comme on à 


&—=1 (mod.p' ou 2p'), 
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on aura aussi 


a*=1 (mod.p’ ou 2p'), 


ce qui montre que toutes les racines de la congraence 
proposée appartiennent aussi à la suivante : 


(2) æt— 1=0o ({mod.p' ou 2p°), 


dont le degré 7 est un diviseur de p'(p—x). 
Lorsque 7 est égal à p”—'(p—1), la congruence (2) 
devient 


(3) xP'(P-1) — 1=0 (mod.p ou 2p") 


et nous savons qu'elle a pour racines les p"(p—1) 
nombres premiers au module et non supérieurs à ce mo- 
dule; en outre, parmi ces racines, il y en a@[ p”"(p—1)] 
de primitives, et nous avons fait connaître un procédé 
pour les obtenir. Si a désigne une de ces rares primi- 
tives, les résidus minima des puissances 


(4) L'&, A0 ER RO TRES 


seront précisément les racines de la congruence (AU 
Supposons que 7 soit un diviseur quelconque de 
p'"(p—:1); posons 


p'(p—1) =n0, 


et considérons un terme quelconque a” de la suite (4). 
Pour que l’on ait 


(a”)h= 1 où partis r {mel} RO 


il faut et 1l suffit que m7 soit divisible par 28, c’est-à- 
dire que mn soit un multiple de 8. Donc la congruence (2) 
a précisément n racines qui sont les résidus des puis- 


NC SAAB E dE. 
rh PME, PR 
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sances 
ET RER SON AE NUE a 
suivant le module p’ ou 2p°. On a ainsi ce théorème : 


THéoRÈmMEe [. — £a congruence x —1=0 (mod. p' 
ou 2p') a autant de racines qu'il y @ d'unités dans le 
plus grand commun diviseur des nombrestet p-"(p—:1). 


Ensuite soit a°un quelconque des termes de la suite (5). 
Pour que l’on ait 


(aË)l=ær ou al=r [mod.p* ou 2p°), 


il faut et 1l suffit que At soit divisible par 20, ou kï par n. 
S1 1 est premier à 7, cette condition équivaut à celle de 
la divisibilité de k par 7; dans ce cas, a” appartient évi- 
demment à l’exposant z. Mais, si set n ont un plus grand 
commun diviseur d supérieur à 1, on aura 


n i\n0 
(at (x) 12 {in0d. pr ou 2p°}, 


: l ñ : 
et a appartiendra à l’exposant se On conclut de là cette 
( 
autre proposition ! 


Taéorime Il.— La congruence x"=1 (mod. p* ou 
2p'), dont le degré n est un diviseur de p**{(p —à), 
a autant de racines primitives, c'est-à-dire de racines 
qui appartiennent à l'exposant n, qu'il y a d'unités 
dans le nombre ®(n) des nombres premiers et non supé- 
rieurs à n. 


Du module 2, 
323. On a vu, au n° 305, que si v est > 2, la puis- 


sance de degré 2° d’un nombre impair quelconque est 
congrue à l’unité, suivant le module 2’. Le seul cas de 
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y = 2 fait exception; il y a ellectivement, pour le mo- 
dule 4, une racine primitive égale à 3, ainsi que nous 
l'avons déjà dit. 

Supposons donc v >> 2; alors l’exposant auquel appar- 
tient, relativement au module 2’, un nombre impair 
quelconque, est une puissance de 2 dont le degré est égal 
ou inférieur à y — 2. 

Le nombre r est le seul qui appartienne à l’exposant 1; 
occupons-nous des nombres impairs supérieurs à 1. Cha- 
cun d’eux peut être représenté par la formule 


(1) Lo NEr FE rte 


où k désigne un nombre impair eti un exposant qui peut 
être nul. Par des élévations successives au carré, on dé- 
duit de cette formule 


(2) a? — it F3 HI, 
Gin 6 eee" à eus ere er8 "2 


ÿ 


Ki, Ko, ..., ks étant des nombres impairs. 
Supposons que 2° soit l’exposant auquel appartient le 
nombre a; on aura 


i+2+0— où >; 


l'inégalité ne peut avoir lieu si d est © r, car autrement 


ÿ—1 . re F 
a? — 1 serait divisible par 2”, d’après les formules (2), 
et l’exposant auquel a appartient serait inférieur à 2ÿ, On 


a donc 
É+2—=v--0, 


et la formule (419 devient 


(3) a = 2" Ex. 
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On peut donner à 4 les 2°! valeurs 
LS, 00 29 — 1) 
V3 Ce CRODCNE PSE ; 


et, à cause du signe ambigu +, il en résultera, pour a, 
deux séries composées chacune de 2°—! valeurs; on con- 
clut de là cette proposition : 


Taéonkme. — S1 d désigne l’un des nombres 2, 3, 
4,...,(v—2),ily a 


l'exposant > suivant le module »”. 


nombres qui appartiennent à 


S1 le nombre a déjà considéré appartient à l’exposant 2, 
la première des formules (2) nous donne 


i+3— où D>v, i+2— où —>œv—1; 


mais, si l'on prend 1 + 2 — y, comme «a est supposé 
moindre que le module 2”, il faut faire £ — 1 dans la for- 


mule (1) et remplacer le signe ambigu Æ par —; ilya 
donc trois nombres qui appartiennent à l’exposant 2, 
SaVOIr : 

(4) 2 y, 2H, 2— 1. 


Les nombres qui appartiennent à l’exposant y— 2, le 
plus élevé dans le cas qui nous occupe, s’obtiennent en 
faisant d — v— 2 dans la formule (3), et si l’on rem- 
place, en même temps, # par 24 + 1, on obtient les deux 


formules 
a—8k+3, a—84+5, pui 


qui donnent tous les nombres appartenant à l’expo- 
sant 2"? Cela suppose cependant que y soit supérieur 
à 3; car, dans le cas de y —3, les nombres qui appar- 
tiennent à l’exposant 2 sont, d’après les formules (4), 


AO A 


Laissant ce cas de côté et supposant v >3, désignons 
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par d un nombre quelconque de la forme 8k+3 et parc 
un nombre quelconque de la forme 8k + 5. Chacune des 
deux suites 

hs D: 40.0 


2 2V—2 
CT CASE 


donnera 2? résidus distincts, puisque b et c appar- 
tiennent à l’exposant 2*?; en outre, les puissances 
impaires de b et de c sont respectivement des formes 
8k+3,8k+5, tandis que les puissances paires de l’un 
et de l’autre nombre sont de la forme 8k+1; il y a 
d’ailleurs 2 nombres de chacune des formes 


Bk+1, 84H 3, 8k+5, 84+7 


entre les limites 1 et 2’— 1. Donc la série des puissances: 
de À donnera tous les nombres 84 + 3 avec les nombres 
8k +1; pareillement, on retrouvera les nombres 84 +1 
dans la série des puissances de c, avec les nombres 8 k + 5. 
Maintenant, si l'on change les signes des nombres 
8k +1 et 8k +5 ou qu'on prenne leurs compléments au 
module 2*, 1l est évident qu’on obtiendra tous les nombres 
8k+ 7 et 8k +3; on a donc la proposition suivante : 


TaéorÈme. — Si l’on choisit un nombre quelconque 
de la forme 8k +3 ou 8k +5, qu'on prenne les résidus 
de ses 2"? premières puissances par rapport au mo- 
dule 2”, et qu'on joigne à ces résidus leurs compléments 
au module, on obtiendra la suite de tous les nombres 
tmpairs inférieurs au module. 


ÿ 
De la congruence xt —1=0 (mod. A 
324. Considérons la congruence 


(1) zt— 1=0 (mod. 2"), 
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Le 


y étant >> 2. Chacune de ses racines a est telle que l’on a 


at=i, a°7"—=1 (mod. 2) 


\ 


l’exposant auquel a appartient divise donc les nombres 
et 2", ainsi que leur plus grand commun diviseur ; nous 


ÿ 


désignerons par 2° ce plus grand commun diviseur, et 


alors a sera racine de la congruence 
29 = y 
(2) x? —1=0 (mod. 2); 


réciproquement la proposée adinettra toutes les racines 
de la congruence (2). Il est évident que celles-ci ne sont 
autre chose que les nombres qui appartiennent à l’un des 


exposants 


Ph tenu ne 


Si t est un nombre impair, on ad —0o et les con- 
gruences (1) et (2) n’admettent pas d’autre racine que t. 
Supposons 0 ->0; nous avons vu que, simest >1, il y 
a 2 nombres qui appartiennent à l’exposant 2“, et qu'il 
y a 3 nombres appartenant à l’exposant 2; le nombre des 
racines de la congruence (2) est donc 


AENINE TENOC LR AETS SR EC à 


ou 2#1, On a ainsi cette proposition : 


Taéorkme. — Si t est un nombre pair, le nombre des 
racines de la congruence xt—1=0 (mod. 2”) est égal 
au double du plus grand commun diviseur des nombres t 
et 2" 72, 

Ces racines formeront deux périodes; car désignons 
par c un nombre appartenant à l’exposant 2", et posons 


2 V=— 2—0 


== C (mod. 2*), 


il est évident, d’après les développements qui précèdent, 
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que les racines des congruences (1) et (2) pourront être 
représentées par 


4, FR a 


ÿ 
— a, — &, — a, 1 OUR 


De la congruence x‘=1, dans le cas d'un module 
quelconque. 


325. La congruence 


(1) xl—1=0 (mod. M), 


/ 


dans le cas d’un module composé quelconque, se ramène 
facilement aux cas que nous venons de considérer. 
Soit, en effet, 
M—p'qbn..., 
Pr 4» T, -.. étant des nombres premiers inégaux. Il est 
évident que toute racine de la congruence proposée doit 
satisfaire à la même congruence 


(2) += =0, 


suivant chacun des modules p', g", r”, .... Réciproque- 
ment, sia,b,c.... désignent des racines de la précédente 
congruence suivant les modules respectifs p', g", r°, ..…., 
et que l’on détermine le nombre x de manière que l’on 
ait 


DEN À À 


mod. p°), 
} 
}s 


CCR CRE . 


æ—b (mod. gr 


ie mod. rÀ 


ce nombre x satisfera à la congruence (2) suivant chacun 
des modules p’, g, 1*,..., et, par conséquent, il satis- 
fera aussi à la même congruence prise suivant le mo- 


dule M. 
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D'après cela, la recherche des racines de la congruence 
proposée est ramenée à la résolution de congruences dont 
le module est une puissance d’un nombre premier et au 
problème dont nous avons donné la solution au n° 290, 


Des indices. 


326. L'existence des racines primitives, pour un mo- 
dule M égal à une puissance d’un nombre premier im- 
pair ou égal au double d’une telle puissance, entraîne 
des conséquences très-importantes que nous devons pré- 
senter Ici. 

Soit a l’une quelconque des racines primitives ; les 
puissances de a donneront tous les nombres premiers au 
module. Si donc N désigne l’un quelconque de ces nom- 
bres, on aura, pour certaines valeurs de n», 

at=N (mod. M). 

Chacun des nombres 7 ainsi déterminés prend le nom 
d'indice du nombre N, et la racine primitive a est dite 
la base des indices. 

Un nombre a une infinité d'indices, mais tous ces in- 
dices sont congrus suivant le module Qç(M); on peut donc 
se borner à considérer l'indice minimum qui est l’un des 
nombres 

0, 1, 2, ..., (M)—1. 
Il est évident que l'indice minimum de l’unité est zéro. 

Si l’on a calculé les indices des nombres N premiers 
à M, au moyen de la base a, et que l’on veuille prendre 
pour base une autre racine primitive 4, on pourra 
obtenir facilement les indices qui se rapportent à cette 
base. Car soit e l'indice de la nouvelle base 4°, dans le 
premier système; on aura 


a'= a (mod. M), 
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et sinet »n’ sont les indices d'un même nombre relatifs 
aux bases respectives a et a/, on aura 
a'#'='a* (mod. M), 
ou 
ave a*  ({mod.M); 
ce qui exige que l’on ait 


ner où = [mod, (M) |, 


puisque e est premier avec o(M). 

Par conséquent, les nouveaux indices s’obtiendront en 
divisant les anciens par l'indice de la nouvelle base relatif 
au premier système. 


327. Les propriétés des indices sont analogues à celles 
des logarithmes; elles découlent toutes de la proposition 
suivante : 


Taéorime. — L'indice d’un produit de plusieurs fac- 
teurs, pris suivant le module M, est congru, suivant le 
module g(M), à la somme des indices des facteurs. 


En effet, soient «, 6, y,...les indices des nombres A, 
B, C, ..., dans le système dont la base est a. On aura 


A, dB, aæC, ... (mod. M), 
et, en multipliant toutes ces congruences, il vient 
a%+$#r+. = ABC... (mod. M), 


ce qui montre que l'indice minimum du produit ABC 
est le résidu de « + 6 + y +... relativement à q (M). 
On a donc 


ind. (ABC...)=æind. À +ind. B+ind. C+... [mod.+(M)l]. 


Conorzaire |. — L'indice d'une puissance d'un nom- 
bre, suivant le module M, est congru, suivant le module 
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®(M), au produit du nombre par l'exposant de la 
puissance. 


CorozLarre Il. — L'indice du quotient de deux nom- 
bres, suivant le module M, est congru, suivant le mo- 
dule o(M), à l'excès de l'indice du premier nombre 
sur l'indice du second. 


En effet, l'égalité 


entraine 
Rene. 
ind. 5 + ind. B=imd. A [mod.vw(M))} 


ou 


ind. 


EI 5 


= ind. A—ind.B [mod.o(M)]. 


On voit, d’après cela, que si l’on a deux Tables dont 
l’une donne les indices des nombres pour chaque module, 
et dont l’autre fasse connaître les nombres qui répondent 
à des indices donnés, on pourra résoudre facilement les 
congruences du premier degré, puisqu'on peut les ra- 
mener à d’autres dont les modules soient des nombres 
premiers ou des puissances de nombres premiers. 


Usage des indices dans la résolution des congruences 
binômes. 


328. Les racines de la congruence binôme 
(1) NS (mod. M) 
peuvent, si l’on veut, être représentées par la formule 
(2) x = ÿA (mod. M); 


le module M est, comme précédemment, une puissance 
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d'un nombre preéfMier impair ou le double d’une telle 
puissance. Il s’agit de déterminer les nombres compris 
ainsi dans le symbole YA (mod. M). 

La congruence (1) équivaut, d’après ce qui précède, à 
la suivante : 


(3) t ind. æ=ind. A [mod.o(M)}; 


on est donc ramené, si l’on possède une Tabledes indices, 
à la résolution d’une congruence du premier degré. 

Lorsque t est premier avec 6(M), la congruence (3) 
donne pour ind. x une valeur unique, et par suite la 
proposée (1) n’a qu’une seule racine. Mais, lorsque t et 
(M) ont un plus grand commun diviseur à supérieur 
à 1, la congruence (3) n’est possible que si ind. À est 
divisible par d, et, dans ce cas, la congruence (1) a d ra- 
cines. 


Supposons, par exemple, À — 1; la proposée devient 
æt=1 (mod. p’ ou 2p"), 
et l’on en ture 
t ind. ro [mod.p*t(p —:1)]. 
Si donc d est le plus grand commun diviseur des 


nombres £ et p"—"(p—1), on aura ces valeurs de ind. x: 


PE LUF per LPO PP on Le 3 (PHAIPISE 


0 ? o 2 LE C 


desquelles on conclura ensuite les d valeurs de x. 


Démonstration d'un theorème-de Lagrange. 


329. Nous ne pourrions, sans sortir des limites que 
nous nous sommes fixées, développer 1c1 toutes les con- 
séquences de la théorie qui vient d'être exposée. Mais 


SECTION III. —- CHAPITRE II. Où 


nous en ferons cependant deux applications dont la pre- 
mière a pour objet la démonstration d’un théorème im- 
portant de Lagrange. Cette démonstration est fondée sur 
le lemme suivant : 


Leumme. — S1 le nombre premier p est supérieur à 5, 

on trouve dans la suite 
ERA An ee D Len 

1° un résidu R suivi d'un résidu; 2° un residu R' suivi 
d'un non-résidu; 3° un non-résidu N suivi d’un non- 
résidu; 4° un non-résidu N'suivi d'un résidu. 

En effet, soient 6 un non-résiduoude la forme1,2,.…, 
(p — 2), et y l'associé de B, c’est-à-dire un non-résidu. 
Je dis que les successions 


(8, B+a) et (y, 7+1) 


qui ont leur premier terme É et y non-résidu, sont con- 
Juguées. En effet, à cause de 


By=1 (mod. p), 








si B+i est non-résidu, y+i1=;+b6y=($ +i)y, 
(mod. p), y +1 sera le produit de deux non-résidus : il 
est donc résidu. Si f + 1 est résidu, la précédente con- 
gruence exprime que y + 1 est non-résidu. On a donc 


(x) NN. 


Il y a lieu de distinguer le cas de p = 4q +1, etcelui 
de p — 4q +3. 

Supposons p = 4q +1 et désignons par a, a,. . les 
résidus et par b, b',... les non-résidus. Dans le cas 
que nous examinons et dont la somme égale p, deux 
uombres sont résidus ou non-résidus; on peut donc poser 


p=ata —=b+ b". 
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Cela étant, chacune des successions entraîne l’autre 
(ab), etn (25 ah 

Si l’on fait b — a +1, la précédente égalité se réduit à 

a = b'+ 1; donc 

(2) R'—N. 


re) | 


En second lieu, comme il y a Le résidus et autant 





de non-résidus et que le dernier terme p —1 de la suite 
est résidu, on a 





— 1! 

N+N=i— , 
(3) 

Ru R— PTENUERM 


Ces dernières équations, jointes aux équations (1) 
et (2), donnent ainsi 


N=N=R = 
(4) is 
R=— — I. 
4 
Supposons p — 4q + 3. Alors deux nombres complé- 
mentaires à p sont l’un résidu, l’autre non-résidu. On 
peut donc poser 








p=a+b—=a + b"; 
alors chacune des successions 
LA: OR De CET 
entraîne l’autre et l’on a, par conséquent, 
(5) PEN 


Ensuite le dernier terme de la suite étant non-résidu, 
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on à 


— — 3 
RHNE — =— Lo 





6 
(6) UE ns 


2 





NN = 





PA 


Ces dernières équations donnent avec (1) et(5) 


p — 3 
Z ; 
— 3 

Re + I. 





N=N'—=R— 





(7) 





Remarque. — Ce lemme subsiste dans le cas de p —3: 
AN N—R—aetR— 1; a lieu encore sip— 5° 
onaN—N'—R'—1r et R —o. 

Corozzaire. — Si C désigne un nombre quelconque 
non divisible par p, la proposition précédente subsiste 
quand, à la suite 


(1) LD ONE DAT), 
on substitue la suivante : 
(2) C, 2C, 5C, ... (p—1)c. 


En effet, si C est résidu, deux termes correspondants 
des suites (1) et (2) sont à la fois résidus ou non-rési- 
dus. Au contraire, si C est non-résidu, les résidus de la 
suite (2) correspondent aux non-résidus de la suite (1), 
etinversement. 


390. Taéorème. — Si p est un nombre premier supé- 
rieur à 5, À, B, C trois entiers positifs ou négatifs non 
disisibles par p, on peut toujours trouver deux entiers t 


et u inférieurs De tels que 
2 
A +Bu+çC 


soit divisible par p. 
S. — Alg. sup., U. 7 
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1° Si Bet —C sent tous deux résidus, ou tous deux 
non-résidus quadratiques par rapport à p, on peut 
prendre t — 0; en effet, il ne restera plus alors qu’à sa- 
tisfaire à la congruence 


Bu?+C=—=o (mod.p), ou Buw?+{C+)1p)=o (mod.p), 


Aétantunentier quelconque. Si l’on détermine cet entier 
de manière que l’on ait 


GEPA DIE 
ER 2 


& étant un entier, notre congruence deviendra 
u=p (mod.p), 


et il sera possible d'y satisfaire, car, Bet — C étant l’un 
et l’autre résidus ou non résidus, p est nécessairement 
résidu. | 

Pareillement, si À et — C sont tous deux résidus ou 
tous deux non-résidus, on pourra satisfaire à la condi- 
tion énoncée, en prenant u — 0, quel que soit le nombre 
premier p. 

2° Sipest > 5, on peut toujours satisfaire à la con- 
gruence | 

AË+Bu?+C—=o (mod.p}), 

en prenant pour t£ et u des valeurs positives inférieures à 
=. En effet, soient « et 6 deux nombres qui soient res- 


pectivement de même espèce que + À et —B; je dis 
que deux nombres sont de même espèce quand ils sont 
l’un et l’autre résidus ou non-résidus. D’après le lemme 
qui précède, je puis choisir les nombres & et 6 de ma- 
nière que l’on ait 


6—a—C (mod.p), 
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et si l’on désigne par À et u des nombres entiers tels que 


a + p} 6+pu 
HORS CET 
A — B 
soient des entiers, ces entiers seront nécessairement ré- 
sidus; on aura donc 


æ+ph 6+pu 
FFM = À, ER OP = 4° (mod. p), 


ou 
x=AË, 6—=—Bu? (mod.p); 


L2 


et comme 6— = C, on aura aussi 
AP+Bu+C—0o (mod.p) 


ce qu'il fallait démontrer. 


Remarque. — D'après ce théorème, la formule 
t’+u?+1 comprend des nombres divisibles par p, 
quand p est >>5. Mais la même chose a lieu encore dans 
le cas de p— 5, pour t — o,u — 2; dans le cas de p — 3, 
HOUR Huet dans ileycashde/n 12, pour t = 9, 
u—1. D'ailleurs la formule {+ u?+1 est comprise 
dans cette autre plus générale, P?+Q2+ R?+8$2; d'où 
il résulte que tout nombre premier divise une somme 
de quatre carrés premiers entre eux. 


331. Cette conclusion va nous conduire à une consé- 
quence importante qui se présentera comme corollaire 
de la proposition suivante : 


Taforème. — 7out nombre qui divise la somme de 
quatre carres premiers entre eux est lui-méme la somme 


de quatre carrés. 
Supposons que p divise 


A? + B° + C? + D?, 
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et désignons par Ha, + b, Hc, Æ d les résidus mi- 
nima des nombres À, B, C, D, de manière que a, b, c, d 


soient comnris entre zéro et PL, alors p divisera 
2 


à?+ + ce + d?, 
Posons 


(1) a + b2+ c+ d'— pp'; 


2 
f ; ) 
a, b,c, d'étant moindres que L, on aura pp < 4 (2) > OU 
2 2 
! 
P <P: 
Si l’on avait p’—1, p serait la somme de quatre carrés, 
et le théorème serait démontré; supposons donc p'> 1. 
Comme p' divise a?+ b?+ c?+ d?, il divisera aussi la 
somme des quatre carrés 


(a— ap'P+(b—6pP+(e— yp + (a dp'}, 


et si l’on détermine «, 6, y, d de manière que chacun 
nu 19 


de ces carrés soit moindre que Pet on pourra écrire 


4 
(2) (a ep} + —6p} terre repas 
avec 
P <P'. 
Multipliant ensemble les équations (1) et (2), et faisant 
usage de la formule établie au n° 245, il vient 
(ad — by + c6 — da}?p'?+ (ay + bd — ca — dé)?p"? 

3 (a6 bu Ne d'y }?p"? 

+ [ a? + PH + dau +b6+cy + dd)p'P = DRAP 
divisant par p'?, et ayant égard à l’équation (1), on a 
(ad — by + cé — du} + (ay + bd — ca — dé}? 

+ (a6—bu— cd + dy} +{(p— au— bË6— cy— dd) =pp", 
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ou, pour abréger, 
(3) | a+ b?+c?+ dd? — pp”, 


Cette équation (3) a la même forme que (1), seule- 
ment p’ est <{p’. Si l'on a p’= 1, l'équation (3) montre 
que p est la somme de quatre carrés, et le théorème est 
démontré. Sinon, en opérant sur l’équation (3) comme 
aous avons fait sur l'équation (1), on obtiendra une 
nouvelle équation de la forme 


PRIE b’2 ae c"2+ d'2= pp", 


où l’on aura 
PRES PE 


et l’on peut continuer de cette manière jusqu’à ce qu’on 
obtienne une équation de la forme 


a(n)2 LE p(2)2 LE <(2)2 L HAE n 
ce qui arrivera nécessairement, puisque les nombres 


P', ÿ chi axe ne. 


sont des entiers qui vont en décroissant; d’où il suit 
enfin que le nombre p est la somme de quatre carrés. 


CoroLLAIRE. — Z'out nombre entier est la somme de 
quatre ou d’un moindre nombre de carres. 


En effet, tout nombre premier (n° 330) divise la somme 
de quatre carrés premiers entre eux ; 1l est donc lui-même 
la somme de quatre ou d’un moindre nombre de carrés. 

En second lieu, un nombre entier quelconque est le 
produit de plusieurs facteurs premiers; chacun de ces 
facteurs est la somme de quatre carrés; donc leur pro- 
duit (n° 245) est lui-même la somme de quatre carrés. 
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Théorème de Legendre sur la loi de réciprocité qui 
existe entre deux nombres premiers. 


332. La loi de réciprocité découverte par Legendre 
consiste dans le théorème suivant : 


Taéorème. — Si p et q sont deux nombres premiers 
impairs quelconques, on a 


jee (s) 
()-( 


à moins que p et q ne soient tous deux de la forme 
4k + 3; on a dans ce dernier cas 


G-( 


La démonstration que nous allons présenter est due 


en sorte que 


à Gauss, et elle a été reproduite par Legendre dans le 
tome II de sa Z'heorie des nombres. Nous établirons 
d’abord le lemme suivant : 


Soient p un nombre premier positif autre que 2, et q 
un entier quelconque non divisible par p; les produits 


P —1 














(1) q» 2q; 3q, ss > q 
. FF I e. , 
donneront, suivant le module p, ? — restes différents 
; A sr is, ah 4 
compris entre les limites — K élite fe HT et si l’on 
Cp } 


désigne par p le nombre de ceux de ces restes qui sont 


(2)=tir. 


négatifs, on aura 
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En effet, soient 





(2) Œi;, do, es (221 
les 1— ? = . — 4 restes positifs, et 
(3) — b,, — bd, ..…, — dy 


les a restes négatifs. 

Il est évident que l’un des restes ne peut être zéro; de 
plus, deux résidus pris dans l’une des suites (2) ou (3) ne 
peuvent être égaux entre eux; mais Je dis, en outre, qu’on 
ne peut avoir a» — b,. Effectivement, soient «g, 6q les 
multiples de 4 qui ont fourni les restes a, et —b, ; l’éga- 
lité a» — b, entraînerait 

xq—=—6qg où («+6)g—=0o (mod.p), 
ce qui est impossible, puisque g n’est pas divisible par p 
et que la somme « + 6 est inférieure à p. Il résulte de 
là que la suite formée des nombres a et b comprend les 
mêmes nombres que la suite 


p —1 
2. 


Kg T; 2, ATEN 





Les nombres de la suite (1) étant respectivement con- 
grus aux nombres compris dans les suites (2) et (3), le 
produit des uns est congru au produit des autres, et 
l’on a 





LADA EE cer 
(12.3... : | g? =(—i)a,a,.…. a b,b,...b, (mod. p), 


et en divisant les deux membres respectivement par les 
produits 
L'or 


5 | Gi 31 OLD NO TU 


FAO: 





qui sont égaux entre eux, comme on vient de le dire, on 
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aura 

a 

g ® =(—1}* (mod.p), 
ou 
(4) (2)=(-0r, 


ce qui est le résultat annoncé. 

Maintenant il est aisé de trouver une expression ana- 
lytique du nombre u. Dans ce qui va suivre, nous dési- 
gnerons par E(x) le plus grand entier contenu dans une 
quantité quelconque x, de manière que la différence 
x —E(x) soit une quantité positive inférieure à 1. Cela 
posé, soient æg et 6q les produits qui fournissent les 
restes a et — b, on aura 


6 6 — b 
2-r(") Fa =r() +. RES 
P 1£. P P R P 
ou, en multipliant par 2, 


3 6 6 — 
or (“) +26, e lon (ft) ral. 
L li 4 154 F4 F 





Comme 2a et 2b sont inférieurs à p, on voit que 


6 
2E (5) et 2E ( 2) +1 
P P 


sont ON les plus grands entiers contenus 


260 
ACT . on a donc 


ns) 4 

P P 

Rad) LOF Ge 
D LU USE 
le \ À 


Donnons à «et à 6 toutes les valeurs dont ces nombres 


dons 








sont susceptibles ; les formules précédentes fourniront 
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1+ pu équations distinctes, et, en ajoutant toutes ces 
équations, il viendra 


(ed 
= 2E (2) Sr (2) (2 2). 


Mais, comme on n’a besoin de la valeur de que pour 
savoir si elle est paire ou impaire, on peut, dans cette 





formule, supprimer tous les termes de la seconde ligne, 
lesquels sont des nombres pairs, et nous écrirons sim- 
plement 


(mod. 2), 


on aura, en retranchant de 4 chaque membre de cette 
formule, 


Pre | (re —E (2 2) + tonne 


d’où il résulte que l’on a, quel que soit », 


[és] se--2(2) 


. . n 
en ajoutant,au second membre le nombre pair 2E (7), 
ru P 
on obtient cette congruence 


(6) E jt) = \qj—1)+E (22) (mod. 2). 
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Posons p — 4i +1, et donnons à les valeurs 1, 3, 
5,...,(21—1), la congruence (5) deviendra, en faisant 
usage des résultats ainsi obtenus, 


sn (2)+r (É1)+.. 


| +E (21) 
2» « P / 


Cette formule (7) a lieu, quel que soit le nombre g, 


(mod. 2). 


pourvu qu'il ne soit pas divisible par p, et cette remarque 
. nous sera utile plus loin; si g est impair, g—1 est un 
nombre pair et la formule (7) se réduit à 


SORPECE 


+ (21) 
SIP 


cette valeur de y peut être mise, comme on va le voir, 


(8) 


(mod. 2} 


sous une autre forme. Nous supposerons, dans ce qui va 

suivre, g << p; alors le premier terme du second membre 
, — 

de la formule (8) est zéro, et le dernier terme est = < 





) 
car on a 
p—1 
2 





D'T CRNMARETNR 
P 


2 2p 


Cela posé, soit z un entier donné égal ou inférieur à 





La at 
» et désignons par "7 le nombre des termes de la 


précédente valeur de LL qui sont inférieurs à 2. Le nombre 


(m +1)q 


m+1 étant inférieur à p, l'expression ne 


ourra Jamais se réduire à un entier, et l’on aura, en 
J ? ? 
conséquence, 


OPRCUE 
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E (m +1)q 

— ON, -——— A, 
P p SA 

ou 


np 
PERMET GT 


ces inégalités expriment que m est le plus grand entier 


7p 
contenu dans Le on a donc 
q 


m = £ (Z) ° 
T 
Pareillement le second membre de la formule (8) con- 
üendra E je termes inférieurs à 2 +1, Si2 +1 
q = 


res LE CA : 
7 , c’est-à-dire si l’on a 





n’est pas supérieur à 


CPS 
2 





n< 


Dans cette hypothèse, notre expression de p contiendra 
d’après cela 


«feux 


7 


termes égaux à 7. En outre, le nombre total des termes 


. ENT 
de l'expression de y est LÉ ;—” et, comme le nombre de 





; vec 9 —1 — ° 
ceux qui sont inférieurs à 7 —— est E ( 2) SIL y 
2 2 q 
aura, dans y, 


(10) Pis nuire 2) 


2. 2. q 


q—1 
2 





termes égaux à 


S1 l’on multiplie l'expression (9) par 7, qu’on rem- 
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place ensuite 72 par chacune des valeurs 


| DOM RES De ed (2 1), 
2 


qu’on ajoute enfin tous les résultats avec le produit de 
q — | 
8) 





l'expression (10) par » 1lest évident qu'on repro- 





duira la valeur de LL. On a donc 

















ou, en réduisant 


ele [r(er 3 + +E(2 TP) | (mod. 2). 


2 e 18 q 


La formule (8) s'applique à un nombre premier im- 
pair p et à un nombre impair quelconque g; si donc on 
suppose g premier et que l’on fasse 


(2) (E)= 


q 


le nombre » sera donné par la formule (8) en permutant, 
dans celle-c1, les lettres p et 4; on aura ainsi 


(13) v=E (2 +E (22) +... E = ?) {mod. 2), 


q, 
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La comparaison des formules (11) et (13) donne 


EN ET ARS EE 


+ y 
F 3) #. 


(mod. 2); 


d’ailleurs on a, par les formules (4)et (12), 


A RE +v P\ è 
Her (E): 
donc 


(14) (2) ARLES (2); 


\ 
\ 





ce qui est la formule que nous voulions établir, 


Remarque. — Il faut remarquer que le nombre —1 
est résidu de tous les nombres premiers 4i +1, et qu’il 
est non-résidu des nombres premiers 4i + 5. 

On a effectivement, par la définition du n° 311, 


P=1 


Gr 


cette égalité est d’ailleurs comprise dans notre for- 
mule (8); car, sig ——1, chacun des termes du second 
membre de cette formule se réduit à — 1, et l’on a 








(mod. 2). 


On conclut de là que la congruence 
x?+1o (mod.h) 


est possible ou impossible suivant que p a la forme 4i+1 
où. la forme 4i + 3. Sile premier cas a lieu, le nombre p 
divise la somme de deux carrés, et 1l est, par suite, la 
somme de deux carrés, résultat auquel nous a déjà con- 
duit le théorème de Wilson. 


ro À COURS D ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


333. La formule (7) du numéro précédent exige seu- 
lement, comme nous l’avons déjà dit, que q ne soit pas 
divisible par p. Si l’on y suppose g — », les expressions 








E (2) » ++. qui y figurent se réduiront toutes à zéro; on 
aura donc 
PE 
pL=i= 2e (mod. 2); 
he DE À 3 ; : 
d’ailleurs, ;— estun nombre impair, et l’on peut écrire 
b= Manger (mod. 2). 

Si, en second lieu, on pose g —— 2, les expressions 


E (2) sE (22), -.. de la formule (7) se réduiront toutes 


/ 


à —1, et l’on aura 


p=i-i= biere — _ (mod. 2), 
ou 
pere?) (mod. 2), 


D’après cela on a, pour tout nombre premier impair p, 


(p +1) (p —1) do (p—1) (p —!, 
Der GS 


P P 
formules qui expriment le théorème suivant : 


Taéorëme. — Le nombre + 2 est résidu quadratique 
de tout nombre premier de l'une des formes 8k +1, 
8k + 7;il est non-résidu de tout nombre premier de 
l’une des formes 8k +3, 8k +5. 

Le nombre — 2 est résidu quadratique de tout 
nombre premier de l’une des formes 8k+ 1, 8k +3; 
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il est non-résidu de tout nombre premier de l’une des 


formes 8k + 5, 8k +7. 


334. Il ne sera pas inutile de présenter ici quelques- 
unes des applications du théorème de Legendre. 
Ona, relativementauxnombrespremiers3etp—3n+1, 


= (9) (6) 


d’ailleurs, relativement au module 3, +1 est résidu et —r 
non-résidu ; si donc on distingue les nombres premiers 





en quatre classes, savoir : 
124 +1, 12445, 124417, 124 +71, 


on aura cette proposition : 


Le nombre +3 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers 12k +1, et 12k + 11, et il est non- 
résidu de tous les nombres premiers 12k +5, 12k+7. 

Et, d’après ce qui a été dit au n° 311, on peut ajouter : 

Le nombre — 3 est résidu quadratique de tous les 


nombres premiers 12k +1, 12k + 7, et il est non-ré- 
sidu de tous les nombres premiers 12k +5, 12k +11. 


Ces deux propositions ont été démontrées pour la 
première fois, par Euler, dans le tome VIII des Nouveaux 
Commentaires de Saint-Pétersbourg. 

Relativement aux nombres premiers 5 et p, on a 


()= (6) 
Che 


suivant que p est de la forme 57 +1 ou de la forme 


mais On a 
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on; si donc on distingue les nombres premiers dans 
les huit classes 

20À +7, 20 #4 +3, 20 À +7, 20 À +9, 

20h HI, 204 +13, 204 +17, 204 +10, 


suivant le reste que donne leur division par 20, on aura 
cette proposition : 


Le nombre +5 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers de l'une des formes 20k+1, 20k+0, 
20k+ 11, 20k +10, et il est non-résidu de tous les 
. nombres premiers de l’une des formes 20k+3, 20k+7, 
20k + 13, 20k + 19. 


Et, conséquemment : 


Le nombre — 5 est résidu quadratique de tous les 
nombres premiers de l’une des formes 20k+1, 20k+3, 
20k +7, 20k +9, et il est non-résidu des nombres 
premiers de l’une des formes 20k+11, 20k+413, 
20k +17, 20k +10. 


De la congruence x? —N=0o (mod.p}), p étant 
un nombre premier. | 


335. Le théorème de Legendre fournit le moyen de 
reconnaître, par un calcul facile, si la congruence 
x?— N—=o (mod.p) 


est soluble ou non; car la condition de résolubilité est 


Fi 


s à N 
Toutrevient donc à déterminer le signe du symbole (en : 


\ / 


exprimée par l'égalité 


Le nombre N peut toujours être rabaissé au-dessous de p; 
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en outre, si l’on a 
Nan bé crnar 


a, b,c, ... étant des facteurs premiers inégaux, on aura 


N Den Fe DANENT Ci 
TE + er) pe nus 
PANNE NP JTE 
mais on a évidemment 
É 
= +I 
P 
2 MU PA 
RM 
k : , : i k N 
si & est impair; la détermination de () est donc ra- 


l 
menée à celle des symboles plus simples 


(£ (:) 
= mi E rca 
AA ES 


a et b étant ceux des facteurs premiers de N qui figurent 


si + est pair, et 


dans ce nombre avec des exposants impairs. 


Considérons l’un de ces symboles, (£) par exemple. 


‘ 


Sa valeur sera immédiatement connue (n° 333), si a = 2. 

4 . a LA 

Dans le cas contraire, la recherche de (‘) estramenée, 
P 


ue 
par Le théorème de Legendre, à celle de (4) + On opérera 
[44 


alors, à l'égard de P ; Comme nous venons de le faire 
; F4 D 


; SAN ' Be 
relativement à (a et, en continuant ainsi, on tombera 
\ l / 
nécessairement sur des symboles dont la valeur sera 
connue. | 
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ExempLe. — Soit la congruence 
x?+1459—=0 {mod. 22366891), 


qui est l’une de celles que Legendre a considérées dans 
sa Z/'heorie des nombres. 

Le module est ici un nombre premier 4k + 3, et 1499 
est lui-même un nombre premier de cette forme; on à 
donc 


N ren ee 4 1459 VE 22366801 
) M 2328000010 22366801 = TE ; 


Le reste de la division de 22366891 par 1459 est 421; 


donc 
pie ee): 
p}. \1459/° - 


421 est un nombre premier 4k +; par conséquent, 


EC) (2) (EE) 2 


puisque 4 X 49 est un carre. 





La congruence proposée admet donc deux racines. 


330. La congruence 
Tri IN (mod. P) 


ayant été reconnue possible, supposons qu'on veuille la 

résoudre. Nous distinguerons deux cas suivant que le 

module p est de la forme 44 --3 ou de la forme 4k +1. 
Supposons d’abord 


P=HITRS, 


la congruence proposée étant possible, on a 


fi Î 
02 / 


N'—1=o ou' N##t—1=0"{(mod/p} 


LA 
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et, en multipliant par N, | 
N?##2__N=o (mod.p}), 
d’où 1l suit que les racines de notre congruence sont 
De Note 
Soit actuellement le cas où p est de la forme 4k +1; 
les nombres 4k+1 comprennent les deux formes 8k+1, 


8k+ 5, que nous allons considérer l’une après l’autre. 


Supposons 
je 8 4 + 5, 


la congruence proposée étant possible, on a 


Nt##?__1=0 (mod.p}) 


ou 
(N?2##H1 LI) (NH 1) =o (mod.p}; 
on a donc 
N?##1—1=o (mod.p), 
ou 


N?#+i+1=o (mod.p). 
Si c’est le premier cas qui a lieu, on aura 
N?##2__N—=o ({mod.p), 
et les racines de la proposée seront en conséquence 
z=+N## {[mod.p). 
S1 au contraire le deuxième cas se présente, posons 
O6—=N#+#1 ([mod.p})}, d'où ®@—N##= NN (mod.p}), 
la congruence proposée deviendra 
x?+8=0o (mod.p). 


Or le nombre p, quiest de la forme 4k +7, est la somme 
de deux carrés premiers entre eux. On peut donc poser 


D = «x? +- 61, 
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d’où, t et u étant des indéterminées, 
(+6) (P+ ut) {(at+6u)+ (au —6t}}=0 (mod.p). 
On peut déterminer t et u par la condition 

au — 6t— 0, 


et il est évident que la congruence proposée sera vérifiée 
en posant 
x=#{ut+ Eu) (mod.p). 

Il nous reste à examiner le cas où p a la forme 8k +1, 
Alors il n’est pas possible, en général, de résoudre la 
congruence proposée sans tâätonnements, et l’on est obligé 
de calculer les termes de la suite 


P+N, 2p+N, 3p+N ,..., 


jusqu'à ce qu'on en trouve un qui soit un carré parfait. 
Cela ne peut manquer d'arriver lorsque la congruence 
proposée est possible, et, comme le carré que l’on cherche 


TT : 
est moindre que - p?, le nombre des termes à calculer, 
4 


I 
12 


Il peut arriver cependant, dans le cas qui nous occupe, 


dans la suite précédente, ne pourra Jamais excéder 


que l’on puisse trouver directement les racines deman- 
dées. Soit, en effet, 2* la plus haute puissance de 2 con- 
tenue dans p—1 et posons 


D 24", 1, 


z étant un nombre impair et u étant au moins égal à 3. 
La congruence proposée étant possible, on a 


Ne 1 : (mod. p}, 
etilse peut que l’on ait aussi 


N°==t1 (mod.p) 
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Admettant cette hypothèse, on aura 
N#=#N (mod.p}), 
et, comme «& est impair, on pourra procéder exactement 
comme nous l'avons fait dans le cas de p= 8k +5. 


Exempce. — Reprenons, avec Legendre, la con- 
gruence 
x? +1459=0 (mod. 22366891). 


Nous avons vu que cette congruence a deux racines. Îci 
l’on a 
ne 4k +3 
ec 
k+1= 5591723. 


On trouve que 
MAO = 7020771: 
c’est ce que montre l'égalité 


(7529774 }? + 1459 — 22366891 X< 2534885. 


De la congruence x? —N=0, dans le cas d’un module 


quelconque. 


337. Supposons d’abord que le module soit une puis- 
sance p’ d’un nombre premier impair p; la congruence 
proposée sera 
(1) a?— N—=o (mod.p"). 

Commençons par résoudre cette congruence, suivant 
le module p, d’après la méthode du n° 336; si l’on dé- 
signe par + £ les racines, on aura 


(2) E— N—=0 (mod.p) 


et, par suite, 
(E— No (mod. p') 
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Or, en développant la puissance (£ + VN)', on trouve un 
résultat de la forme 


(3) (E+ VN) =u+6vN, 

a et 6 étant des entiers, et 1l en résulte 

(4) (5 VN)=a—6VN, 

par suite 

(5) a N6—{£#—N—=o (mod.}"). 


La formule (3) ou (4) donne aussi 


Er an rare) M x 


v(v—1) (v— 2) 


Y 
1 me — EVIL RE 
I 12,3 


ETUN. +0 
ou, à cause de la formule (2), 


He" EE ses +... [ere (mod. p), 


2 fr + UE de enr (mod. p), 








6—= 


ce qui montre que p ne peut diviser aucun des nombres 
« et 6. Alors on pourra trouver deux entiers t et u, tels 
que l’on ait 


(6) a —6t+p'u, 


et en substituant cette valeur de « dans la formule (5), 
il viendra 

&(#—N)=o {mod.p’), 
ou 


(7) Æ—N—=o (mod.p') 


d’où il suit qu'on aura les deux racines de la congruence 
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proposée en prenant 
zx —=+Et 


22 L] 


Remarque. — Lorsque le nombre N estun multiple 
de p, cas que nous avons exclu, la congruence proposée 
exige que x soit divisible par p. Soit N—p?2N', » étant 
le degré de la plus haute puissance de p? qui divise N; la 
congruence proposée ne pourra être satisfaite que si x est 
divisible par p*. Posant done x —p"z7, elle se réduit à 


z—N'=o (mod. p?"), 


et celle-ci sera impossible ou n'aura que la racine z— 0, 
si N’ contient encore le facteur p. 


338. Considérons maintenant la congruence 
x— N—=o (mod. 2"). 


Soit 22% la plus haute puissance de 2? qui divise N, il est 
évident que x doit avoir le diviseur 27; posant donc 


! 
Ne ON nor 
notre congruence deviendra 
Dai N == O (mod. aim. 


D’après cela on peutsupposer que N soitimpair ou double 
d’un impair. Si N est double d’un impair, il est évident 
que la proposée n’est résoluble que dans le seul cas de 
y = 1, ei l’on peut faire abstraction de ce cas. 

Soit donc N impair ; si y — 2, la congruence proposée 
se réduit à 


x—1=0 ouà x? +10 (mod. 4); 


la première est seule possible et n’a que les racines Æ 5. 
Lorsque vest => 2, la congruence proposée n’est possible 
que si N est dela forme 8 k +1, et l’on obtient facilement 
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une solution par des substitutions successives. Il faut 
remarquer qu'une solution particulière conduit à la so- 
lution générale. Car soit x, une racine de la proposée, 


celle-ci pourra se mettre sous la forme 
P 


(æ— 0) (x +ro) 0 (mod.o2); 


N x 
d'où 
Len 1 To— 2, TET, — DOPUS 


L et u étant deux indéterminées. On tire de là 
l— 92)" 2y Tps 


u est arbitraire et les racines demandées sont données 
par la formule 


x=2E + 2" "lu (mod. 2}. 
ExEmPLe. — Soit la congrucnce 
æ+ 150 (mod. 2), 


la valeur x = 1 satisfait à la congruence prise suivant 
le module 2*; on posera donc 


CN Oz 
et, en substituant, 1l viendra 
147 +47; — 0 %{mod, 2%} 


On voit que 1+ x, doitêtre divisible par 4, et l’on fera 


en conséquence 
Ti etes Pi I + EST. 


ce qui donnera 


1—7r +167; =0 (mod. 2*}, 


ou 
1—72:=—=0 (mod. 2‘); 


cette dernière congruence est du premier degré et elle 
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a la racine 7: on fera donc 
Le ="; 


et l’on en conclura x, — 27, x = 217. Les racines de la 
proposée seront ensuite données par la formule 


DCI OI U, 
qui comprend les quatre nombres 
2000120 007: 
399. Le cas général de la congruence 
xt— N—=o (mod. M), 


suivant un module composé quelconque, se ramène aux 
cas précédents par un raisonnement déjà employé; caril 
est évident que tout nombre qui satisfait à la précé- 
dente congruence suivant le module 


MTS re 


P:q»r, .… étant des nombres premiers inégaux, satisfera 
à la même congruence suivant les modules p”, g", r?, : 

Ensuite si a, b, c, ... désignent des racines de ces con- 
gruences respectives, on aura l’une des solutions deman- 
dées, comme nous l’avons dit au n° 325, à l’occasion 
d’un cas semblable, en déterminant le nombre x de 


manière que l’on ait 
æ=a {mod.p')}, æx=b ([mod.g*)}, æ=c (mod.ri), …., 


problème que nous savons résoudre. 
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CHAPITRE II. 


PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES D'UNE VARIABLE, 
RELATIVEMENT A UN MODULE PREMIER. 


Des fonctions entières irréductibles, suivant un module 
premier. 


340. Je me propose de présenter ici avec des dévelop- 
pemients entièrement nouveaux une théorie importante 
que J'ai déjà exposée dans la précédente édition de cet 
Ouvrage, en me plaçant à un point de vue un peu diffé- 
rent. Cettethéoriese rapporte exclusivement aux modules 
premiers : elle a été l’objet d’un Mémoire présenté par 
moi à l’Académie des Sciences, le 4 décembre 1865. 

Soient p un nombre premier, (x) et F(x) deux fonc- 
tions entières de x à coefficients entiers ; si l’on peut trou- 
ver deux fonctions entièresŸ (x), x(x) à coefficients en- 
tiers et qui soient telles que l’on ait identiquement 


pe) #(e)= Fa) pale) 
et, par suite, 

p(x) Y(r)=F(xr) (mod.»} 
nous dirons que la fonction F(x) est divisible par o(x) 
suivant le module p, où qu'elle est égale, suivant le mo- 
dule p, au produit des fonctions (x), d(x). 

Supposons qu'une fonction entière 9(x) soit ordonnée 

par rapport aux puissances décroissantes dex ; si tous les 
coefficients sont divisibles par p, la fonction sera nulle 


suivant le module p; dans le cas contraire, soit a le pre- 
mier des coefficients qui ne sont pas nuls suivant le mo- 
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dule p, On pourra trouver un entier «æ, tel que 
au—=1 (mod.p}, 


et par conséquent le produit æ (x) pourra se mettre 
sous la forme | 
œp(x)=F(x) +p x{x), 

F(x) désignant une fonction entière dans laquelle le 
coefficient de la plus haute puissance de x est l’unité; on 
peut évidemment supposer que tous les autres coeffi- 
cients soient rabaissés au-dessous de p. 

Une fonction entière F(x) à coefficients entiers sera 
dite irréductible suivant le module premier p, siellen’est 
divisible, suivant ce module, par aucune fonction entière 
d’un degré inférieur au sien et si, en outre, le coeffi- 
cient de la plus haute puissance de x est égal à l'unité. 


341. Taéorime 1. — S: les deux fonctions o(x) et 
(x) n'admettent aucun diviseur commun, suivant le 
module premier p, on pourra trouver deux fonctions 
entières U et V, telles que l'on ait identiquement 


Uy(x)—Vy(x)=1 (mod.p). 


En effet, désignons par a et b les coefficients de la plus 
haute puissance de x dans o(x) et dans d(x), on 
pourra poser 


p(x}=aA, Ÿ(x)=06B (mod.p), 


À et B étant des fonctions entières dans lesquelles la 
plus haute puissance de x a pour coefficient l'unité. 
Cela posé, exécutons sur les polynômes À etB l’opéra- 
tion par laquelle on détermine le plus grand commun 
diviseur, en négligeant les termes multipliés par pet en 
ayant soin d’ajouter à chaque reste un polynôme de la 
forme p A(x), choisi de manière qu'après cette addition 
le resie en question soit divisible par le coefficient du 
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terme le plus élevé; en outre, avant de prendre ce reste 
pour diviseur, nous supprimerons le facteur commun à 
tous ses termes. Comme nous admettons que les poly- 
nômes À et B n'ont point de diviseur commun, suivant le 
module p, on arrivera nécessairement à un reste numé- 
rique 7, qui ne sera pas nul suivant le module p. Et si 
l'on suppose, pour fixer les idées, que le degré de B ne 
soit pas inférieur à celui de À, on aura cette suite d’éga- 
lités ou de congruences : 

A=BQ,; +7 kR 

B= RQ: +7 R 

R,=R; Q: +7 R, 1} (moup} 

Rp2=Ry iQ + 7 


Ti, Toy...) ln Sont des entiers qui ne sont pas nuls sui- 
vant le module p: et R;, R:, ..., Q:,,Q2, ""Ssontdes 
fonctions entières de x dans lesquelles la plus haute 
puissance de x a pour coefficient l'unité. De ces rela- 


tions on tire 
rR =A — Q,B 
r7R = (7 +Q:Q)B — Q.A (mod. p) 
Tila73 Rs —= (ra + Q:Q:)A — [rQ:+ (ri + Q:1Q)0;1B 


et La dernière de ces relations aura évidemment la forme 
Ti7»e.- 7n —=MA-— NB, ([mod.p}; 


Met N étant des fonctions entières. Soit « le nombre par 
lequel il faut mulüplier le produit abr,r:... r, pour ob- 
tenir un résultat congru à 1 suivant le module p; si l’on 
multiplie la congruence précédente par abæ et qu’on 
écrive U au lieu de ba M, V au lieu de aa N, on aura 


IUÿ(z)—Vylx) (mod. p), 
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ou 
1+pyxlr)=Uvolr)—Vhlx); 


ce qu'il fallait démontrer. 


842. Taéonime Il. — S1 la fonction entière F{x), 
irréductible suivant le module premier p, divise, 
suivant ce module, le produit (x) d(x) des fonctions 
entières Q(x) et &(x), elle divisera l'un au moins des 
deux facteurs. 


En effet, si la fonction Y (x) n’est pas divisible suivant 
le module p par la fonction F{x), comme celle-ci est irré- 
ductible, elle n’admet aucun des diviseurs que Y(x) peut 
avoir. On pourra donc trouver trois fonctions en- 
tières P, U et V, telles que l’on ait 


1+pP—=U F(æ)—Vy(x); 
on a d’ailleurs, par hypothèse, 
ptr)t{r)—F(x)f{r) po), 


f(x) ety (x) désignant des fonctions entières, et il vient, 
en multipliant les deux égalités précédentes l’une par 
l’autre, 


ta) he) —F(x) F0 + PP)= pxlr)U F(r) — VY (x), 
ou 


Dix) or) LP px) + V xlr)1l=F(x) f(x) +p [PS (x) + U x(x)]l. 
Le polynôme K (x) divise donc algébriquement le pre- 
mier membre de l'égalité précédente. Or, par notre hy- 
pothèse, ce polynôme ne divise point d{x), et il n’a en 
conséquence aucun facteur commun avec d(x), puisqu'il 

est irréductble; donc 1l divise la fonction 


ele) +plP 2x) à Vz(x)l 
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et l’on a 
E(æ) {x + p x(x), 


6 
S 
Il 


ou 
p(x)=F(x)/fi(x) (mod.p), 


fi (x) étant une fonction entière. 


CorozLaire. — Si la fonction entière F(x), irréduc- 
tible suivant le module premier p, ne divise suivant ce 
module aucune des fonctions p,(x), pe(x), .…., Om(x), 
elle ne peut diviser la fonction 


plæ)=pir)p(z)...o,(r)Æpy(x) 


congrue par rapport à p au produit des fonctions qi, 
Po CARO, Pme 


Cette proposition se déduit immédiatement du théo- 
rème qu’on vient d'établir. 


Remarques sur la décomposition d une fonction entière 
en facteurs irréductibles. 


343. Siune fonction entière o(x), non congrue à zéro 
suivant le module p, n’est pas irréductible, elle sera de- 
composable en facteursirreductibles;en d’autres termes, 
on aura 


F(r)Fifx)Bx)...Fndæ)=ag(z) + px) 


F(x), F,(x), ... étant des polynômes à coeflicients en- 
tiers, irréductibles suivant le module p, y(x) une fonc- 
tion entière et «& le nombre par lequel il faut multiplier 
o(x) pour réduire à l’unité le coefficient de la plus haute 
puissance de x. 

Il résulte du corollaire du théorème précédent que la 
fonction x 4(x) n’est décomposable suivant le module p 
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qu’en un seul système de facteurs irréductibles ; car sup- 


posons que l’on ait 
TREVÉR rt hoa + pylx), 


les facteurs F et f étant supposés irréductibles. Le facteur 
irréductible F divise suivantle module p l’un des facteurs 
du premier membre, f par exemple, d’après le corollaire 
cité, et en conséquence 1l est congru à ce facteur, puisque 
celui-ci est lui-même irréductible. Remplaçant donc f 
par F+py(x), notre égalité prendra la forme 


Hors: RERE;" + pylx); 


la fonction (x) doit être nécessairement divisible par F, 
et, en faisant la division, il vient 


Homes HD y). 


En poursuivant ce raisonnement, on voit que les fac- 
teurs PF, F,, F°, ... sont respectivement égaux à f, 
Jis fs -.. suivant le module p. 


344. Il peut arriver que plusieurs des facteurs irré- 
ductibles de la fonction æ o{x)—®{x) soient égaux 
entre eux; dans ce cas, la fonction (x) a un diviseur 
commun avec sa dérivée. Supposons que l’on ait 


XXE Lo (e) + px(x) 


X,, Xo, .…, X» désignant des polynômes irréductibles 
suivant le module p et différents entre eux suivant ce 
module. Si l’on prend les dérivées des deux membres de 
cette égalité et qu'on représente par X; la dérivée de X,, 
On aura 

€ 


Pt, & n3—1 il tv vw f 7 
D 1. X7 Rae eme ra X XX X 
= (x)+gpy(xr); 


Hoi) 
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si aucun des exposants 7, #2, .., »,M n’est un multiple 
de p, le facteur entre parenthèses n’est divisible, suivant 
le module p, par aucun des facteurs irréductibles X,, 
X2,..., Xw: car, pour qu'il fût divisible par X,, parexem- 
ple, il faudrait que X, divisât l’un des facteurs du pro- 


duit 
> LP CANON ES Où 


or cela est impossible, puisque X:, X;, ..., X,, sont irré- 
ductibles et différents de X;, et que le degré de X° est 
inférieur à celui de X,. Le produit des facteurs irréduc- 
tibles communs à P(x) et à sa dérivée est donc 


Ni—1 No—1 n ml 
Kat XX, 


c’est le plus grand commun diviseur de ces fonctions, 
suivant le module p, et pour l’obtenir on suivra la règle 
ordinaire en négligeant dans chaque division les multiples 
de p qui se présenteront, et en ayant soin de ramener à 
l'unité le coefficient du terme le plus élevé de chaque 
reste, avant de prendre celui-ci pour diviseur. 

S1 l’un des exposants, 2, par exemple, est multiple 
de p, le facteur X, entrera à la puissance 7, dans le plus 
grand commun diviseur. 

Désignons par V, le produit de ceux des facteurs X,, 
X2,... qui figurent dans D(x) avec un même expo- 
sant 2,, par V, le produit de ceux qui ont l’exposant >, 
et ainsi de suite; on aura 


VIN ENS ES: Da) nn 


et, par un raisonnement identique à celui dont nous 
avons fait usage au n° 50, on prouvera que les facteurs 
V,, Vs, Vs, .…. peuvent être obtenus au moyen de sim- 
ples divisions algébriques. 
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Des fonctions entières d'une variable, réduites suivant 
un module premier et suivant une fonction entière 
irreductible. 


345. Si l’on divise une fonction entière f(x) par un 
polynôme irréductible F(x) d’un degré quelconque y, 
on obtiendra un quotient (x) et un reste qui pourra 
être représenté par f(x) +p x(x), f(x) étant une fonc- 
tion entière du degré y—1 au plus dans laquelle les coef- 
ficients peuvent être pris, à volonté, entre les limites 


"1 — 1] EURE 
et + —. On aura ainsi 





# 
zéro et p ou entre nr 


F(x)= f(x) +F(x)p(x) +px(x), 


ou 
(x) =f(z)+F(x)p(x) (mod.p). 
La fonction / (x) sera dite la valeur réduite de f(x), 
suivant le module p et suivant la fonction irréduc- 
able F(x). 


L'expression générale des fonctions réduites est 
f(x) = 4a0+@x + ar +... + art; 


chacun des coefficients &5, 4, .… étant susceptible de 
recevoir p valeurs différentes, par exemple 


ON, 12,0 dut a 4 (D 1): 


la fonction f (x) peut avoir p’ valeurs distinctes. Parmi 
ces valeurs il y en a p qui sont indépendantes de la va- 
riable x, ce sont les p nombres 


o, RE PAU RE VAR ocean 1 À 


Tuéorème. — Soient X,, X:,..., X» m fonctions 
de x réduites, suivant le module p et suivant la fonc- 


5. — Alg. sup., I, 9 


Lo « 
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tion entière trréductible F(x). Soit aussi 
F(X) = AXE A, XSL PNR CAPES 


une fonction entière du degré m de la variable X, dans 
laquelle les coefficients sont des fonctions entières de x. 
Si les résultats de la substitution de X,, X,, .…, X» à X 
dans $(X) sont tous divisibles par F(x), suivant le 
module p, on aura identiquement | 


F(X) = A(X — X1)(X — X2)...(X —X) 
+ Fix)o(X, x) + p x(X, x), 


o et y étant des fonctions entières, à coefficients entiers, 
des deux variables x et X. 


En effet, regardant X,, X:, ..., X,, comme des in- 
déterminées, désignons par $, (X) et R, le quotient et le 
reste de la division de F(X) par X —X,; soient de même 
% (X) et R; le quotient et le reste de la division de f, (X) 
par X— X,, et ainsi de suite; en sorte que Fr (X) CURE 
exprimeront le quotient et le reste de la dernière division, 


savoir celle de $,,_; (X) par X — X,. Les égalités 


FIX EX XN LIÉE RES 
FAX EE PRE EC NE CLS 


(1) 


qe (X) x (X "+. OA (X) ER 
donneront, à cause de RES) HA. 


FIX) = Ri + RofX — X5) + RfX —X;)(X —X,) He 
(2) +R,(X —X,)...(X— X,,) 
+ A(X —X;)...(X —X,,), 


et, si l’on remplace X successivement par X,, X:, ..., 
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X», 1l viendra 
AIX) —R;, 
POSER, LR (XI EX), 
HO —R) +R; (XX: — X) FR,(X; —X;)(X; — X:]), 


Tee R, —+- R, (X » — X;) Ca CUS 
0 in (X» Æ Xi) ere PE cn DAT oi 


Supposons maintenant que X,, X», ..., X» désignent 
des fonctions entières de x réduites, suivant le module p 
et suivant la fonction irréductible F{x). Si ces fonctions 
sont distinctes, aucune de leurs différences deux à deux 
ne pourra être divisible par F{x), suivant le module p, 
et comme les premiers membres des formules (3) le 
sont, par hypothèse, les polynômes ARE AR 
seront eux-mêmes divisibles par F{(x), suivant le mo- 
dule p. Alors la formule (2) prendra la forme 


4 NC ALEN AR Er RAS ES où 


+ Ee)r(X a) +ex(L &) 
conformément à l’énoncé du théorème. 

CorozLaire. — Soit $(X)une fonction entière des deux 
variables X et x, du degré m par rapport à X, et dans 
laquelle le coefficient de X” n’est pas divisible, suivant 
le module p, par la fonction irréductible F(x); si l’on 
substitue successivement à X les p' fonctions de x re- 
duites suivant le module p, et suivant la fonction F(x), 
parmi les p' résultats obtenus il y en aura m au plus 
qui seront divisibles par F(x) suivant le module p. 


En effet, supposons les m fonctions de x, 
LPS CEE RS 
réduites, suivant le module p et suivant la fonction F(x), 


telles que : 
Se ES RE EM 
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soient divisibles par F (x) suivant le module p. Alors la 
formule (4) aura lieu identiquement, et, si l’on y rem- 
place X par une fonction réduite Xm4s distincte de X4, 
Ne res) OT IA TE 


(Xp) CS IAS RE — X:). ; AXES r— Ron 
+ F(x)p(x) + px(x). 


Or F(x) ne peut diviser suivant le module p le pro- 
duit des différences Xm44 — X,, Xmys — X», ...; donc 
F(Xmx1) n’est pas divisible, suivant le module, par le 


polynôme F(x). 


Propriétés fondamentales des polynômes irréductibles 
suivant un module premier. 


346. Taéorëme I. — Zout polynôme F(x) à coefft- 
cients entiers et du degré y, irréductible suivant le 
module premier p, divise, suivant ce module, la fonc- 
LLOn XP — x: 


L'expression générale des fonctions entières de x ré- 
duites, suivant le module p et suivant la fonction irré- 


ductible F(x), est 
f(x)= a+ ax +a;r+...+ a. xt, 
As dis +.) 4, étant des entiers compris entre zéro 


PE. Fra 
UD OU)eNLTONIE EL 








«+ L'une de ces 


fonctions est nulle : nous en ferons abstraction et nous 
désignerons par 
(1) X4, Xo, X;, 3 Xp 


les p'— 1 fonctions réduites différentes de zéro. 
Cela posé, désignons par f(x) une fonction entière 
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de x non divisible par F(x), suivant le module p, et 
considérons les produits des fonctions (1) par f(x), 
savoir 


(2) PAC OPA EN REED Ven da 


Aucun de ces produits n’est divisible, suivant le mo- 
dule p, par le polynôme irréductible F(x), puisque les 
facteurs qui le composent n’admettent pas ce diviseur : 
la différence de deux termes de la suite (2) ne peut elle- 
même être divisible par F(x), suivant le module p, car 
cette différence est évidemment un terme de la suite (2). 
S1 donc on prend les valeurs réduites des produits (2), 
suivant le module p et suivant le polynôme irréductible 
F(x), ces valeurs seront distinctes et aucune d'elles ne 
sera zéro ; en conséquence, elles coïncideront, abstrac- 
tion faite de l’ordre, avec les termes de la suite (1). Il 
résulte de là qu’il existe entre les fonctions de la suite (2) 
et leurs correspondantes de la suite (1) p’—1 con- 
gruences de la forme 


X»f(x)=X, +F(x)y(x) RER 


et si l’on multiplie entre elles toutes ces congruences, 
il viendra 


XX... Xp [/(r) 1] =F(x)o(x) (mod. p), 


@(x) étant une fonction entière. Le produit X, X°...X »_4 
9 . e D . 

n’est pas divisible par F(x), suivant le module p; donc 

on a 


(G) SP =F(x)g(e) (modp} 
ou, en multipliant par f(x), 


(4) f(x) —f(x)=F(x) (x) (mod. p). 


Nous avons supposé la fonction f{>\ non divisible par 
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F(x) suivant le module p, mais il est évident que la 
formule (4) subsiste quand f(x) est un multiple de F(x). 
La formule (4) ayant lieu, quelle que soit la fonction 
entière f(x), prenons f(x)= x, il viendra 
(5) xP— x=F(xr)p(x) (mod.p), 
ce qui démontre le théorème énoncé. 
347. Lemme. — Soient f(x) une fonction entière de 


la variable x,p un nombre premier et n un nombre 
entier quelconque; on a 


Far )= Az)" + px(x), 
Xx(x) désignant une fonction entière. 
Soit 
f(x)=a+axz+ax +... +a,zx"; 


la puissance p®° de f(x) renfermera d’abord les puis- 
sances p“"® des différents termes; elle renfermera 
en outre d’autres termes contenant certaines puissances 
de plusieurs termes de f(x); le coefficient de l’un quel- 
conque de ces derniers termes aura la forme 


Tee 
(6 STONE er EE) 


Qu Jay +. gr étant des nombres inférieurs à p; ce 
coefficient est donc divisible par p et l’on a 


Lx) + p xx) = ah + af xP + ab xP+., + ab x"P; 
mais, par le théorème de Fermat, on a 


aæ@æa (mod.p); 
donc 


LA(x)} + p x(+) = A + axP + arP +... , + a x"P 


kb 
CN 
QTr 
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ou 

f(z)= x) + prle), 
x(x) étant une fonction entière. 


, ? . —1 . . . 
S1 l’on écrit x?" au lieu de x, il vient 


Fer) = [Aer] + pale), 


x (x) désignant ici une nouvelle fonction entière. Cela 
posé, admettons que l’on ait 


Per) LA + px): 


en élevant cette égalité à la puissance p, et RUES égard 
à la précédente, il vient 


n ñn 
Sa") = [+ pale). 
Donc, si cette dernière égalité a lieu pour une valeur 
de l’exposant 7, elle a lieu pour la valeur immédiate- 
ment supérieure; d’ailleurs elle a été démontrée pour 
n —= 1, donc elle est générale. 


348. Taéorëme Il. — Une fonction entière F(x) du 
degré y, irréductible suivant le module premier p, ne 
divise la fonction xP° — x, suivant ce méme module, 
que dans le cas où pu est un multiple de ». 

Je dis en premier lieu que, si l’on a w <<», la fonc- 
tion xP—zx n'est pas divisible par F(x) suivant le 
module p, c’est-à-dire qu’on ne peut avoir 


(1) 2e F(r)g(e) + pale 
p(x) et (x) étant des polynômes à coefficients entiers. 


Admettons, en effet, que cette égalité (1) ait lieu, et 
posons 


née dot ar +ar +... + a, sax, 


&oy 1, --. étant des entiers quelconques compris entre 
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zéro et p—1. On aura, d’après le lemme qui précède, 


LA(e = f(x") + pal), 
X1 (x) étant une fonction entière, et si, dans le second 


membre de cette identité, on remplace x?° par la va- 
leur x +F(x)o(x)+pyxix) tirée de la formule (1), 
il est évident que ce second membre prendra la forme 


flæ)+ F(x)#(x)+pv(x), 


® et Ÿ étant des polynômes à coefficients entiers; on 
aura donc 


Ge) Le Sa) = Fe) 8(2) + pV(æ). 
Il résulte de cette formule (2) que si, dans la fonction 
XPHEX, 


qui est du degré p*, on remplace X par chacune des p* 
fonctions réduites suivant le module p, et la fonction 
F(x), on obtient p' résultats qui sont tous divisibles par 
F(x), suivant le module p. Or cela est impossible 
(n° 345) si u<Cv; donc la formule (1) ne peut avoir 
heu dans ce cas. 

Je dis, en second lieu, que la formule (1) ne peut 
avoir lieu que si u est divisible par v. En effet, soit g le 
quotient et r le reste de la division de 4 par », en sorte 
qu'on ait 

L—=vVg+r. 
D’après le théorème I (n° 546), F{x) divise, suivant le 
module p, la fonction 


Y 
APE — œ% Cr — Lie 


et celle-ci divise algébriquement 


2 (xP" Rs ) — xPT — ve 
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car l’exposant p"?— 1 est un multiple de p’—1. Donc 
xP— x est divisible, suivant le module p, par F(x). 
Mais, par hypothèse, la fonction x?°— x est elle-même 
divisible par F(x), suivant le module p; donc il en sera 
de même de la différence 


(Pt — x) — (æP"1 _ x) — PI 2 PA; 


d’après le lemme du n° 347, cette différence est congrue, 
suivant le module p, à la puissance 


(er) 


et cette puissance ne peut être divisible par F(x) sui- 
vant le module p, à moins que 


axP — x 


ne le soit elle-même. Or cela ne peut être, comme on 
l'a vu plus haut, que si r — 0, puisque r est inférieur à ». 


Determination du nombre des fonctions entières de 
degré y trreductibles suivant un module premier p. 


349. Nous sommes actuellement en mesure d’établir 
qu'il existe, dans chaque degré », des fonctions entières 
irréductibles suivant un module premier p; 1l est même 
facile, comme on va le voir, de déterminer le nombre 
de ces fonctions. 

Considérons la fonction x? — x, et supposons-la dé- 
composée en facteurs irréductibles suivant le module 
premier p, de manière qu’on ait 


RAR TRE, rites xp — x + py(x), 


F(x), F,(x), Fox), ... étant des fonctions entières 
irréductbles suivant le module p, et y(x) une fonction 
entière quelconque. 
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Deux des facteurs F, F,, F°, ... ne sauraient être 
égaux entre eux, puisque la fonction x? — x n’a aucun 
facteur commun avec sa dérivée. En outre, les dévelop- 
pements que nous avons présentés plus haut conduisent 
aux conséquences suivantes : 

1° Toute fonction entière de degré », irréductible sui- 
vant le module premier p, fait partie de la suite F(x), 
FF) RE Ts Rent | 

2° Le degré de l’une quelconque des fonctions de cette 
suite est égal à y ou un diviseur de ». 

3° Celles des fonctions F{x), F,(x), F;(x), ..., dont 
le degré est un diviseur x de v inférieur à y, sont divi- 
seurs, suivant le module p, de la fonction x? — x. 

Il résulte de là que si l’on divise la fonction x? — x, 
suivant le module p, par le produit de toutes les fonctions 
irréductibles qui divisent l’une des fonctions x?°— x, 
où p est un diviseur de », on obtiendra un quotient V 
qui sera le produit de toutes les fonctions entières de 
degré », irréductibles suivant le module p. 

Par exemple, si » est un nombre premier, les facteurs 
irréductüibles de x? — x sont tous du degré » ou du 
degré 1; le produit des facteurs du premier degré est 
x(x—1)(x—2)...(x —p+1) où xP — x. On aura 
donc, dans ce cas, 


y 
TP — x 


V=— 


xP— x 


le degré de V est ici p’— p; par conséquent, le nombre N 
des fonctions entières d’un degré premier v, irréduc- 
tibles suivant un module premier p, est 


Net ertie 


Y 
Passons maintenant au cas général : soit 


—— n n ñn 
V— qq + QU 
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13 I2» ++. Im Étant des nombres premiers inégaux, et 
Ti, Ro, .…., Nm des entiers positifs quelconques. Pour 
abréger l’écriture, je poserai, quel que soit l’entier À, 


xP CE x = [x]; 
et Je ferai en outre 


D TAR 
s=(]G1-(21 
gi T2 Im 
AE: 
di 2 di 43 Tm—1 Im | 


AUS ee Lo 6 5,5" eo 0 à le» 5" ns 6/6 06e 0e DAT ere een ee 


, y 
AE 
ER CRT ER 


la fonction X; sera ainsi le produit de 








m(m—1)...(m—#k+1) 
LAS 


symboles [ |, etles dénominateurs des arguments de ces 
symboles seront les produits k à k des 7» nombres 94, 
Q2» ++. Ym. Cela posé, je dis que l’on aura 


y EX XX. 
TIR de ab PU 


Concevons que le numérateur et le dénominateur de 
cette expression aient été décomposés en facteurs 1irré- 
ductibles, et désignons par F{x) l’un de ces facteurs. 
SiF(x)est du degré », il ne figurera que dans X; par 
suite il aura l’exposant 1 dans le numérateur de l’expres- 
sion précédente, et le degré zéro dans le dénominateur. 

Supposons que le degré x de F(x) soit inférieur à y; 
quelques-uns des facteurs premiers q entreront dans » au 
moins une fois de plus que dans p; si l’on désigne par 
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! 
Y1 2 +, gs Ces facteurs, dont le nombre s peut se ré- 


Re ; ri v ES Eve 
duire à 1, le degré y divisera ——— ;, maisil ne divisera 
T1 2. .s 


pas le quotient de y par un nouveau facteur q, tel que g;44. 
Le facteur irréductible F(x) figure dans X à la pre- 
mière puissance; cherchons généralement avec quel ex- 
posant il se trouve dans X}4. Si l’onak=5s, la fonction 
X, ne contient pas le facteur F(x); mais, sil’'onak<s 
ou k—s, il est évident que Xx contiendra autant 
de facteurs égaux à F(x) qu'il y a d’unités dans Île 
nombre des combinaisons de s lettres prises k à k, nombre 
qui a pour valeur PETER par conséquent 

FU ENR ? s 
le numérateur et le dénominateur de l'expression précé- 
dente contiendront le facteur F(x) avec des exposants 
qui seront respectivement égaux à 


A Cl AU A tent À 2 oh) 


1. 200 pe 


eL 
s  s(s—1)(s- 2) 


FETE 11969 


sfs—1)...(s— 4) 


12543 4400 TRE 





+ 


Mais ces deux nombres sont égaux, car leur différence est 
évidemment égale à (1—1}° ou à zéro. Donc le numéra- 
teur de notre expression est divisible, suivant le mo- 
dule p, par le dénominateur, et le quotient de la division 
est bien égal au produit V de toutes les fonctions entières 
de degré », irréductibles suivant le module p. 

Il convient au reste de remarquer que le numérateur 
de l’expression de V est algébriquement divisible par le 
dénominateur; et, pour démontrer ce fait, il suffit de 
reproduire le raisonnement dont nous venons de faire 
usage, en représentant toujours par x un diviseur de » et 
en substituant au polynôme F(x) de degré y l’un des 
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facteurs linéaires qui divisent algébriquement x?°— x, 
mais qui ne divisent pas xP°!— x, u, étant pu. 

Le degré du polynôme V peut être représenté par 


pd pn+S prr (ir Ÿ pr -{m—1 +(— 1)" pis qm, 


et, puisque ce polynôme est le produit de toutes les N 
fonctions entières de degré v, irréductibles suivant le 
module p, on aura 





y y y y 
PS pr+ Pl... + (— sp pee ( 1 pe Te 
N = ———— ———_—_—— ———————————— — 


V 


300. On peut conclure de la formule précédente deux 
limites très-simples du nombre N des congruences irré- 
ductibles de degré », suivant le module premier p. Effec- 
tivement, en partant de la formule 





on aura 





25.00. 0. ee 1 JON DONT O ON L Den 2e CU OA DE ENRNSTOLRUIeNRNNER ve 


la caractéristique log exprimant des logarithmes népé- 
riens. 
On conclut d’abord de cette formule 


1\logp 1 \vlog?p nn y? log® p 
n<(i-:) I +(1— à) {a ASS var Et 
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ou 
2 — 
N<! - Le 
puis 
I I 
N- pv) { logp »? y log?p TE 2 log p 
SCÈEE I , ra 11620 Mi: 
v v 
ou 


Nr ca Re 1e 

v — I v 
p(v) désignant la totalité des nombres premiers et infé- 
rieurs à y. Chacune des limites que nous venons de 
trouver exprime la valeur de N quand » est un nombre 
premier. 


Sur la décomposition d’une fonction entière donnée, en 
facteurs irréductibles suivant un module premier. 


301. S'il s’agit de décomposer une fonction donnée 
f(x) en facteurs irréductibles suivant le module pre- 
mier p, on devra d’abord chercher si cette fonction a des 
diviseurs multiples; car, si elle en admet, elle sera de la 


forme 
F(x)= VA VE VE... : (mod.p}, 


V,, Vo, .… étant des fonctions entières qui n’admettent 
que des facteurs simples et que l’on peut obtenir (n° 344) 
par de simples divisions algébriques. 

La question est donc ramenée au cas où f(x) n’a que 
des facteurs simples; alors cette fonction et sa dérivée 
n’ont aucun diviseur commun, suivant le module p. 

Cela posé, on aura le produit des facteurs irréductibles 
du premier degré de f(x) en cherchant le plus grand 
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commun diviseur des polynômes f(x) et xP— x; dési- 
gnons par P, ce plus grand commun diviseur qui peut 
se réduire à l’unité et posons 


F(x) —= P, #, (æ) (mod.p), 


$,(x) étant une fonction entière. 

On aura de même le produit des facteurs irréductibles 
du deuxième degré de f(x) ou de #,(x), en cherchant 
le plus grand commun diviseur des polynômes f, (HE 
xP°— x, et siP, désigne ce plus grand commun divi- 
seur, lequel peut encore être égal à 1, on aura 


Fi(x)= Ps Fox) (mod.p), 


Fa(x) étant une fonction entière. 

Pareillement, le plus grand commun diviseur P; des 
fonctions f(x) et xP°— x donnera, s’il ne se réduit pas 
à 1, le produit des diviseurs du troisième degré; on aura 


F(z)=P; F,(x) (mod. p), 


4 


et ainsi de suite. Il est évident qu’en continuant ainsi 
on trouvera nécessairement une fonction Fm(x) qui se 
réduira à l’unité, et l’on aura 


Sci P;P,P,."2P, (mod. p). 


Il reste, pour achever la solution, à décomposer cha- 
cun des polynômes P, en facteurs irréductibles du de- 
gré y. Pour cela, la méthode la plus générale consiste à 
effectuer la division du polynôme P, par la fonction 


RE x HAT Air +... HA x +A, 


dans laquelle les coefficients sont indéterminés, et à ex- 
primer que les » termes du reste sont congrus à zéro sui- 
vant le module p. On obtiendra ainsi un système de y 
congruences au moyen desquelles on pourra déterminer 
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les » coefficients AÀ,, A2, ..., À,. Si uv désigne le degré 
dela fonction P,, ilest évident que le système de con- 
gruences dont il vient d’être question admettra u sys- 
tèmes de solutions qui répondront respectivement aux pr 
polynômes irréductibles de degré v dont le produit est 
égal à P.. 

Le problème dont nous venons de nous occuper com- 
prend comme cas particulier celui qui a pour objet la 
recherche de toutes les fonctions entières de degré », irré- 
ductibles suivant le module p. On tombe effectivement 
sur ce dernier problème, en supposant dans ce qui précède 


” 


(zx) = xp" — x, 


Classification des fonctions entières de degré v irré- 
ductibles suivant le module premier p. 


352. Soit z un diviseur de p'— 1, la fonction x?—1 
divisera x? —t— 1 et x? — x; s1 donc on la décompose 
en facteurs irréductibles, suivant le module p, en sorte 
qu’on ait 

F(r)F(x)E(x)...=2t—1+py (x}, 


x(x) étant une fonction entière, les fonctions F(x), 
F,(x), ... feront partie de la suite des facteurs irréduc- 
tibles de x?°— x, et en conséquence leur degré sera égal 
à y ou à un diviseur de ». 

Si F(x) est une fonction entière du degré », irréduc- 
tible suivant le module p, et que r représente le plus petit 
nombre tel que x2— 1 soit divisible par F(x) suivant le 
module p, je dirai que la fonction F(x) appartient à 
l’exposant n. Il est évident que 7 est un diviseur de 
p'—1, car F(x) divisant, suivant le module p, les deux 
fonctions x? —1— 1 et x*— 1, elle divisera aussi xt— 1, 
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si l’on désigne par 8 le plus grand commun diviseur des 
nombres p’— 1 et, et puisque F{x) appartient à l’ex- 
posant 7, 1lest nécessaire que l’on ait 8— x. On voit 
aussi que » doit être un diviseur propre à jp" —1, c’est- 
à-dire que 7 ne peut diviser p#— 1 si west Tv; car s’il 
en était autrement x#— 1 serait un diviseur de xP°=1— 1 
et cette dernière fonction serait par suite divisible par 
F(x) suivant le module p, ce qui est impossible dans 
l'hypothèse de u <<». 

Cela posé, nous nous proposons de déterminer le 
nombre des fonctions entières de degré », irréductibles 
suivant le module premier p, et qui appartiennent à l’ex- 
posant n diviseur propre de p”—1. 

Le nombre 7 étant décomposé en facteurs premiers, 
soit 
n—q}q...q" 


Q1 Y2s +. Im Étant des nombres premiers inégaux; 
posons aussi 


Nisir tit, 


Lis pis LU 
D, VE (x —— à ee — ) ty: (ar en), 


n f n / SE LE 
XL ÈS Pr M) (ELITE 7) es Eee — d) 








£ FE 
ER G2...{m in) 


la fonction X% sera, comme on voit, le produit de 


mim—1)...{m—f# +1 À NM 
D UF EN facteurs qui se déduiront de 
oz 
I 
x*— 1 en prenant pour 8; les produits k à k des facteurs 


A1 2» +. Ym. O1 l’on désigne enfin par V le produit de 
toutes les fonctions entières de degré y, irréductibles 


S. — Alg, sup., I. 10 
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suivant le module p, et qui appartiennent à l’expo- 
sant 7, je dis que l’on aura 


y EX XXe. 
RTE RUE 


Pour justifier cette assertion nous emploierons un rai- 
sonnement semblable à celui dont nous avons fait usage 
au n° 349. Les deux termes de l’expression de V étant 
décomposés en facteurs irréductibles, soit F(x) l’un de 
ces facteurs; si la fonction F{x) appartient à l’expo- 
sant », elle ne figurera que dans X; en conséquence, elle 
aura l’exposant 1 au numérateur de V et l’exposant zéro 
au dénominateur. Si la fonction F{x) appartient à un 
exposant minférieur à 7, m divisera les quotients obtenus 
en divisant 7 par quelques-uns des facteurs 4, q3,q,...,qs 
par exemple; le facteur F{x) figure dans X à la pre- 
mière puissance; 1l ne figure point dans X4 si l’on 
ak=>s; mais si l’on a k<s, F(x) entrera dans Xz avec 


(s—1)...(s— 4 +1) 


l S - il 
exposant > qui est égal au nombre 


LD AR UE 
des combinaisons de s lettres prises 4 à k. Il résulte de 
là que, quand on aura simplifié l’expression de V, le fac- 
teur F(x) aura l’exposant 


$ s(s —1) 4 > 
I RU ETS Pt 12210! 


et, en conséquence, la fonction V est égale au produit 
de toutes les fonctions irréductibles de degré y, qui ap- 
partiennent à l’exposant 7; nous désignerons par N le 
nombre de ces fonctions. 

Le degré de la fonction V est 


(2 n _) n n ) 
n——- +—+,, + — | + |- —+ + |] —..….e 
qi VE Tim 192 193 
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CS 
I 


ou 


ou 


en désignant par o(n) le nombre des entiers inférieurs 
Arret premiers à ñn. 
Si z est un nombre premier, la formule précédente 


se réduit à 
R —I 
N== - 9 


V 





et l’on en tire 
n—vN +1, 


d’où il résulte que tout nombre premier, diviseur propre 
à p’—1, est de la forme y +1, ce qui rentre dans un 
théorème dû à Euler. 


393. On voit, par ce qui précède, que les fonctions 
entières de degré y, irréductibles suivant le module p, se 
partagentnaturellement en plusieurs classes, d’après l’ex- 
posant auquel elles appartiennent. L'une de ces classes 
comprend les fonctions qui appartiennent à l’exposant 
p'— 1 et qui jouent un rôle important dans la théorie 
que nous exposons; On a, par exemple, la propriété re- 
marquable comprise dans le théorème suivant : 


Taéorëme. — Si F(x) désigne une fonction de 
degréy,irréductiblesuivant le module p, et appartenant 
à l’exposant p'—1, on obtiendra les p—1 fonctions 
entières de degré y— 1 distinctes suivant le module p, 


— 
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en prenant les restes de la division par F(x) des puis- 
sances 


y 
APN SN PRIE ES 


s. 


En effet, deux de ces puissances, x”? et xŸ”, divisées 
par F(x), ne peuvent donner des restes de degrés y —1 
congrus suivant le module p ; car autrement l'expression 


ARE PES OUT (27 = 1) 


serait divisible par F(x) suivant le module p, et il en 
serait de même de x" —1 : or cela estimpossible, puisque 
n est moindre que l’exposant p’— 1 auquel appartient 


F(x). 


304. J'indiquerai ici une conséquence assez remar- 
quable de la théorie que nous venons d'exposer et qui 
consiste dans la proposition suivante : 


Taéorëme. — Si n est un nombre premier, que a 
soit une racine primitive de n, et que le module p soit de 
la forme a + Kn, la fonction 

V= —— 
LES" 
sera irréductible suivant le module p. 

En effet, 7 est un nombre premier; il est d’ailleurs di- 
viseur propre à p#7!— 1, puisque p— Àn est une racine 
primitive de 7; donc le nombre des facteurs irréducti- 





: 10.8 L n) ) 
bles de V, suivantle module p, est ici égal à (re) our. 
Ye . . . PL? (LR i. 
CoroLLAIRE. — Si n est premier, la fonction —— 
TX — 1 


est ALGÉBRIQUEMENT tréductible. 


En effet, soit 4 une racine primitive de 7. L'illustre 
Lejeune-Dirichlet a prouvé que la progression arithmé- 
tique 

4, a+n, a+Qan, a +3n, .., 
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renferme une infinité de nombres premiers. Soit 


p=a+Ân 
‘ È ù x! muy 
l’un de ces nombres premiers; la fonction —— est 
oh ( 


irréductible suivant le module p; donc, à plus forte 
raison, elle est irréductible a/gebriquement. 


Comparaison des fonctions entières irréductibles sui- 
vant le module p, qui appartiennent à des exposants 
formés des mémes facteurs premiers. 


399. Lorsque » est divisible par le module p, si l’on 
fait 2 = pn', on aura 


at—1=(x* 1) (mod. p}, 


en sorte que la fonction x*— 1 est ramenée à x°— 1. 
Nous supposerons que 2 n’est pas divisible par p; alors, 
si l’on désigne par y le plus petit nombre tel, que p”—1 
soit divisible par 7, la fonction x?—1 divisera xP°— x 
suivant le module p et chacun de ses facteurs irréduc- 
tibles sera, comme on l’a vu, d’un degré égal à y ou à un 
diviseur de v. Mais ceux de ces facteurs qui appartien- 
nent à l'exposant 2 sont tous du degré y, et nous avons 
vu que leur nombre est égal à Ho © ayant la signifi- 
cation habituelle. 
_ Cela posé, désignons par y le plus petit nombre, tel 
que p*— 1 soit divisible par chacun des facteurs pre- 
miers qui divisent #, 1l est évident que y sera un multiple 
de u; car soit y —ugy+r; les facteurs premiers de 7 
divisent par hypothèse p#77— 1 et p#4—r, qui est un 
multiple de p*— 1; 1ls divisent, par suite, la différence 
PTT — p#3 où p#7(p7—1). Mas cela est impossible, à 
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moins que r ne soit nul, puisque r est 4; donc on a 


(a) VU 


Ft, 
d 


bres 7 et p*—1; si l’on fait 


Soit 





le plus grand commun diviseur des nom- 


Are à 
(2) LT HET 





À et d seront premiers entre eux; on aura ensuite 





NM — I d pT— 1 
(3) A 
n À p'—1 
et, comme le premier membre de cette formule est un 


PE 


nombre entier, À sera un diviseur de + En élevant 


4 


à la puissance q l'identité 


P'=1+(p#— 1) 


1} vient 
PH DIT 
Er o 0 pie M CNRS 
LATE £ 
— x, qi 
| em 


expression qui doit être divisible par À. 

Désignons par 9 un facteur premier de À, et soit 6° la 
plus haute puissance de 8 contenue dans À. Comme 8 
est un diviseur de z et, par suite, de p*—1,on voit, par 
la formule (4), qu’il est aussi un diviseur de g; mais je 
dis en outre que, si6n’est pas égal à 2, chacun des termes 
de l'expression (4) à partir du deuxième renferme une 
puissance plus élevée de 9 que le premier terme. En effet, 
le rapport du terme général au premier terme peut être 
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mis sous la forme d’un produit de trois facteurs, savoir 


—1)( — 2)... — k +1) pe __y\ 1 pk—1 
®) A (ET ) X = 





4 9 


les deux premiers facteurs sont des nombres entiers ; 
quant au troisième facteur, 1l est supérieur à 
1+(A—1)(0— 1) : (A —1)(98— 2) 
ETS RSe IE PRESS ER À a ee | 


F2 ou à I + 7 


par suite, supérieur à 1, quand 0 est >=>2, puisque k est 
gk—1 
k 
renferme donc le facteur 9 à son numérateur. Le premier 
membre de la formule (4) étant divisible par &, par 





au moins égal à 2; la fraction irréductible égale à 


hypothèse, il faut, d’après ce qui précède, que g soit 
divisible par 6°. | 

Si donc À est un nombre impair, q sera divisible par À. 
Réciproquement, si g est divisible par À, l'expression (4) 
l’est évidemment elle-même, et en conséquence le pre- 
mier membre de la formule (3 est un nombre entier. On 
voit alors que » étant le plus petit nombre tel, que p*—1 
soit divisible par z, on doit avoir 4 — À et, par suite, 


(6) v= Àu. 


Examinons s'il y a lieu de modifier cette conclusion 
quand À est pair. D’abord si À est double d’un impair, 
l’expression (4) doit être divisible par 2, ce qui exige 
que g le soit aussi; donc, pour que l'expression (3) soit 
un nombre entier, 1l est encore nécessaire et suffisant 
que g soit un multiple de X, et la formule (6) subsiste. 

Supposons donc que À soit divisible par une puissance 


de 2 supérieure à la première. Quand on faitô— 2, dans 
k—1 
2 





l'expression (5), le troisième facteur devient ; iln’est 


jamais inférieur à 1, car À est au moins égal à 2, mais il 
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se réduit à 1 pour À = 2, et alors il peut arriver que les 
deux premiers termes de l’expression (4) renferment le 
facteur 2 à la même puissance. Toutefois ce cas ne se 
présentera pas si p#— 1 est divisible par 4, c’est-à-dire 
si p est de la forme 4m+1, ou si, p étant de la forme 
4m—1, x est un nombre pair. Dans ces deux cas, la 
présence du facteur 2 dans À n’exige aucune modifica- 
tion, et la formule (6) subsiste. 

Mais il n’en est plus ainsi, dans le cas qu’il nous reste 
à examiner, savoir celui où p est de la forme 4m—1 et où 
u est un nombre impair, À étant divisible par une puis- 
sance de 2 supérieure à la première; il importe d’exa- 
miner ce cas avec attention. Dans l'hypothèse où nous 
nous plaçons, on a 


D 2RtEEr, Ne aes. 


t et s étant des nombres impairs et les exposants 1, 
j étant égaux ou supérieurs à 2. Comme y est impair, 
la première de ces formules donnera 


p'= 20 — x, 
8 étant un nombre impair ; en outre, l’exposant g devant 
être pair, comme on l’a vu plus haut, on aura, en élevant 
la précédente formule à la puissance g, 


(PEAR IaTSE fe À 41. Data ret) tee 
ph—x 2 16— 1 ie 


I Ir 2 


(7) 





(g—À+ 1) 


Dre 
1.24 17 


Sn - 


le rapport du terme général entre parenthèses au premier 
terme est 


(g—1)...(g—#+i) y 280) 
1.2...(4—1) Dr EVA 








1 étant au moins 2, si l’on prend 4 > 1, le dernier facteur 
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de cette expression sera supérieur à 1, etla fraction irré- 
ductible qui lui est égale aura un numérateur pair; d’ail- 
leurs les autres facteurs sont entiers, donc le premier des 
termes entre crochets, dans la formule (7), renferme le 
facteur 2 à une puissance moins élevée que les termes sui- 
vants. Alors si l’on désigne par w le plus petit nombre de 
facteurs 2 qu'il faille introduire dans g pour que l’expres- 
sion (3) soit entière, on aura 


OI OÙ D—}—i+I, 


Savoir w — 1, $1 l’on a 


PEROU ET 
caril suffit alors que q soit pair;etw—j—i+1,silona 
Fe 


D'ailleurs, dans l’un et l’autre cas, g ne doit contenir 
que les seuls facteurs premiers impairs de À; doncona 


À À 
= — OU q—= ——) 





et par suite 








}u 
(8) V — St? 
où 

}u 
(9) GES er k 


La formule (8) a lieu dans le cas de j<5, et la for- 
mule (9) dans le cas de j > 1; les deux formules coïn- 
cident quand 7 — 1. 


396. Nous allons développer actuellement les consé- 
quences de l’analyse précédente. Considérons d’abord 
le cas où la formule (6) a lieu, et désignons par N le 
nombre des fonctions entières irréductibles du degré v 
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qui appartiennent à l’exposant 7, on aura (n° 352) 





ou, à cause de la formule (2), 


LD LP 
ue d n 








N con e 

Soit 7 un nombre contenant tous les facteurs premiers 
7 ? 

de 7 avec des exposants quelconques, mais n’en conte- 

nant pas d’autres, on aura 














. B _— LE 
et puisque À : L est le plus grand commun diviseur de 7 
et de p— 1, on peut prendre 
PRE PIE 
tés d 


Remplaçant donc n par cette valeur »/, l'expression de N 
devient 


CE 


d’oùilrésulte que N représente aussi le nombre des fonc- 





tions irréductibles de degré x qui appartiennent à l’expo- 


DEL 
sant . 
d 





Posons, pour abréger, 





BR — 
= EE Sd'on ire ni 


ÿ 


et décomposons x°—1 en facteurs irréductibles suivani 


le module p; soit 


(11) a —i=F(x)F(x) Fox)... + py(zx) 
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est le plus petit nombre tel, que x?°— 1 soit divisible 
par x° 
ment et que d divisât p#—1, x’ étant <°w, le nombre 
p“—1 renfermerait tous les facteurs premiers de n, ce 
qui est contre l'hypothèse. Cette remarque nous confirme 
ce fait qui résulte d’ailleurs de notre analyse, savoir, que 
le degré de chaque facteurirréductible de la formule (11) 
est égal à u ou à un diviseur de u. 


— 1 suivant le module p; car, s'il en était autre- 


Remplaçons maintenant x par x” dans la formule (11), 
il viendra 


(2) æt—i1=F(x)F(x)r(xt)+...+py(a), 
Soient 
(13) Po EN EE (x) 


les N facteurs du degré a de la formule (11), 1l est évi- 
dent que, dans la formule (12), les facteurs du degré 
Âu = y seront 


(14) F(2), Pia)... Fra). 


Or il y a N fonctions irréductibles du degré v, lesquelles 
divisent x?— 1 suivant le module p; donc ces fonctions 
ne sontautre chose que les polynômes (14), ce qui donne 
le théorème suivant : 


Taéorime [. — Si l’on a formé les N° fonctions en- 
tières irréductibles de degré x suivant le module p, qui 
nt 
d 

l À 1e b d 
place x par x”, À étant un nombre premier avec d et qui 





à , \ » PF" 0 , 
appal tiennent à l exposant > PUIS que l on y reni- 


ne renferme aucun facteur premier différent de ceux 
par lesquels p*—1 est divisible, on obtiendra les N 
fonctions irréductibles du degré ]y, qui appartiennent à 


Pit 


Îl faut cependant excepter le cas 


l'exposant À 





156 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


où, p étant de la forme 4i—1, u est un nombre impair 
et À un nombre divisible par 4. 


397. Considérons maintenant ce cas d’exception, dans 
lequel p est de la forme 4{m—1, 4 un nombre impair et À 
un nombre divisible par 4. Alors l’une des formules (8) 
et (9) a lieu, et si l’on désigne encore par N le nombre 


des fonctions entières irréductibles du degré v qui ap- 


partiennent à l’exposant #7, on aura 


N PCR a 


V AU. 


i 


3 


en nommant * le plus petit des deux nombres z et 7; on 
peut écrire aussi, à cause de la formule (2), 


N — 2-1 FRE g(a) x 
m2 d ni 


Comme tous les facteurs premiers de l’un des nombres 
P 


LL 





D — I : + 
n et — appartiennent aussi à l’autre, on peut encore 
[4 
remplacer 1ei 
p#—1 p(x) 
d ñ 


par 9 (=) »>etl’on a 


d ) 
SIREN TA Pas 5 
Rat u d ) 





N LL . , LL 
ia St donc le nombre des fonctions irréductibles de 


2 , . we T D — 7 
degré w qui appartient à l'exposant PRE 


«d 





Nous conservons la formule (11), qui donne la décom- 


ÿ 


position du binôme x°—1 en facteurs irréductibles, ainsi 


que la formule (12) qu'on en déduit en remplaçant x 
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par x*. Ceux des facteurs F(x), F, (x), .…. qui appartien- 
nent à un exposant inférieur à d donneront, dans la for- 
mule (12), des facteurs correspondants dont les diviseurs 
irréductibles appartiendront à un exposant moindre 
que 7. Donc les facteurs irréductibles de x?— 1 qui 





A À , . 
appartiennent à l’exposant Y — . - sont nécessairement 
re 
des diviseurs de l’un des polynômes 





facteurs 





qui répondent aux PAS 


LE M AA POLE A ER 
relatifs à l’exposant d. Les polynômes dont il s’agit 


A ù N 
sont du degré Àu, leur nombre est a et le nombre 


- TR A : pin 
des fonctions irréductibles du degré Es est N; donc 


chacun de nos polynômes est le produit de 2471 facteurs 





irréductibles du degré _. + De là résulte la proposition 
suivante : 
Taéorëme Il. — Soient p un nombre premier de la 


forme 2t—1, où 1 n'est pas inférieur à 2 et où t est 


Les, 


un nombre impair ; pun nombre impair; —— un divi- 


seur de p*—1; À un nombre de la forme 2fs, où j n’est 
pas inférieur à 2 et où s est un nombre impair; enfin 
k Le plus petit des nombres i et ]j. 


ï « N 
Si l’on a forme les 





fonctions entières irréducti- 


bles de degré p suivant le module q qui appartiennent à 
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# "Le RT: I . = 

l'exposant ——; puis qu'on y remplace x par x’, le 
nombre }, de la forme indiquée, étant premier avec d 
et ne renfermant que les seuls facteurs premiers qui figu- 


l N ; ; 
rent dans p—1, on obtiendra TS fonctions du degré 


Au, et chacune d'elles sera décomposable en 271 fac- 
teurs irréductibles, ce qui donnera en tout N polynômes 


e ’ . , À 
trréductibles du degré ut 
2h 


398. Désignons par g une racine primitive du nombre 
premier p; les fonctions du premier degré qui appar- 


; — 1 LR 
tiennent à l’exposant — seront évidemment x—g"#, 


Adam, 


€ 


- Si donc on re- 





& étant un nombre premier avec 


présente ces fonctions par x—g°, d sera le plus grand 
commun diviseur des nombres e et p—1. D'après cela, 
si l’on suppose p —1, dans les énoncés des théorèmes I 
et IT, on obtient cette proposition nouvelle, qui a une 
assez grande importance, savoir : 


Taéorime IIL. — Soient g une racine prinutive du 
nombre premier p; À un nombre entier qui ne renferme 
aucun facteur premier différent de ceux qui divisent 
p—1; e un nombre entier premier avec }; d le plus 
grand commun diviseur des nombres e et p—1. 

1° Sipest de la forme 4q +1, ou si, p étant de la 
forme 4q—1, le nombre X est impair ou double d'un 
impair, la fonction binôme x'— 2° est irréductible sui- 


; BE 
vant le module p et elle appartient à l’exposant \ À 
P PP pos d 





20 (1 p et À sont respectivement des formes 
p=2it—1, À — os, et j étant au moins égaux à 2, 
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etti, sétant des nombres umpairs; si, en outre, on d ésigne 
par k le plus petit des nombres i, j, la fonction binôme 


x'— 9° est réductible suivant le module p, et elle se dé- 
À 


compose en 271 facteurs irréductibles du degré D 
p—1 
d 





qui, tous, appartiennent à l'exposant À 


Ce théorème nous fait connaître, sans aucune excep- 
tion, toutes les fonctions binômes irréductibles suivant le 
module premier p. En effet, la fonction x'—g°{(mod.p) 
ne saurait être irréductible si À et e ont un diviseur 
commun. En outre, si À contient un facteur premier 8 qui 
ne divise pas p—1, la congruence x'—9°=0 (mod.p) 
aura une racine et par suite x°—g° admettra suivant le 


module p un diviseur de la forme x—«; 1l s'ensuit 
À 
que x°— a sera pareillement un diviseur de x'—g°. 





399. Lorsque p est un nombre de la forme 2t—1 où 
est au moins égal à 2 et où { est un nombre impair, il 
n'existe de fonctions binômes irréductibles de degré À, 
ainsi qu'on vient de le voir, que dans le cas où À est 1m- 
pair ou double d’un impair. Mais, quel que soit le nombre 
pair À, pourvu qu'il ne renferme que les facteurs pre- 
miers par lesquels p—1 est divisible, on peut former 
facilement des fonctions trinômes de degré À irréduc- 
tibles suivant le module p. 

En effet, lenombre p étant, par hypothèse, de la forme 


P = at — I, 
et & étant impair, posons 


le nombre y sera divisible par 2é, car À est pair. Ensuite, 
si g désigne une racine primitive de p et que e soit ur 
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nombre premier avec À, la fonction 


v € 
TOR 


sera, d’après le théorème III (n° 358), décomposable en 
211 facteurs irréductibles du degré À. Pour obtenir ces 
facteurs, remarquons d’abord que 2° et p—1 ont 2 pour 


— 


plus grand commun diviseur et que e et P sont im- 





pairs; il en résulte que l’on pourra toujours trouver 
deux entiers 0 et € tels, que l’on ait 


. 





20 —= (p—i=e+— 
alors, g étant racine primitive de p, on aura 
et — g° (mod.p}), 
et la fonction que nous considérons sera 
T'— g= rt + g2 (mod. P}). 


Cela posé, désignons par w et v deux variables; les 
deux fonctions 





mil REP Rte ere 


seront divisibles algébriquement, la première par 
PIS 
2 


i—1 


u? 





11 
+ w27 , la seconde par u + v, car t et sont 


des nombres impairs; le produit de ces fonctions peut 
donc être mis sous la forme 


(u+v) Qu or) F u, v), 


f étant un polynôme à coefficients entiers Mais si l’on 
effectue la multiplication des deux mêmes fonctions, on 
trouve le résultat 


(uP + ve) + (ue) (ue) © 
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nous savons d’ailleurs que 
(umo) (ur) bpx(z o); 


et il estévident que y(u,v) est divisible par u+ v, en 
sorte qu'on peut écrire 


(ur +w) (a+ e)— plate) fav), 


f1 étant un polynôme à coefficients entiers. En égalant 
entre elles les deux expressions du produit que nous 
considérons, après avoir supprimé le facteur u+v, on 
obtient l'identité suivante : 


p—1 


(1) (u+e)P-1+ (uv) Ÿ — (ut + 02) fu, v) + pflu, »), 


où f et f, sont évidemment des polynômes à coefficients 
entiers, fonctions symétriques des variables u et v. 
Remplaçons maintenant u et v par les deux racines 
de l’équation 
X?2—EX —1—o, 


où E désigne une nouvelle variable; toutes les fonctions 
symétriques entières de w et w, à coefficients entiers. 
deviendront des fonctions entières de £, dans lesquelles 
les coefficients seront encore entiers; la formule (1) 
donnera donc 


(2) gi —1E()?(s) +px(é), 
en posant | 
Eire AT EE 
ou 
(3) (| in +[i- au 
4 4 2 4 


eten désignant par o(£), x(£) des polynômes à coeffi- 
cients entiers, 
S. — Alg. sup., WI. LL 
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Maintenant, comme le polynôme E(£) est un divi- 


seur de 
EPA 1 — py(E), 


la congruence 
(4) E(£)=o (mod.p), 


qui est du degré 2i7!, aura 27! racines, et en désignant 
ces racines par 


Ets Enr eines LEsiets 


on aura 


(5)  E() 


Il 


(E— EEE} ÉD EME 


w(£) étant un polynôme à coefficients entiers. 
Les formules (3) et (5) donnent pour E(£) des valeurs 
qui doivent être identiques; si on les égale entre elles, et 





qu'on pose 
\ À 
x? 0 x? où 
ES Vert + 
œ SSs s 
o À 2 


il viendra, après avoir chassé les dénominateurs, 


à 
RTE 920 — II ee E gt x° — gs) +p?(xz); 


P(x) désigne un polynôme à coefficients entiers, et le 
signe Il exprime le produit des facteurs que représente 


l'expression 
À 
T'— Er 2, Pan 


quand on prend pour £ chacune des racines de la con- 
gruence (4). Les facteurs dont il s’agit sont précisément 
les fonctions irréductibles que nous voulions trouver. 
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Sur une fonction irréductible du degré p, suivant le 


module p. 


360. La méthode que nous avons exposée au n° 351 pour 
former les fonctions irréductibles n’est guère susceptible 
d’être appliquée; aussi doit-on attacher quelque impor- 
tance aux théorèmes qui précèdent et qui permettent de 
former directement une fonction irréductible de degré À, 
lorsque le nombre À ne renferme que les facteurs pre- 
miers du module diminué de l’unité; on verra effective- 
ment plus loin que la connaissance d’une fonction irré- 
ductible d’un degré quelconque, suivant un module 
premier, suffit pour qu’on puisse former directement 
toutes les autres fonctions irréductibles du même degré. 

Je présenterai encore ici une proposition qui fait con- 
naître une fonction irréductible du degré premier p, 
suivant le module p. 


Tuéorime. — Si le nombre g n'est pas divisible par 
le nombre premier p, la fonction x? — x — g est irré- 
ductible suivant le module p. 


En effet, soit F{x) un facteur irréductible, suivant le 
module p, de la fonction dont il s’agit. On aura 


aP—x—s$=Fixr)s(x) (mod. ph), 


o(x) étant un polynôme à coefficients entiers. On tire 


de là 
æl=x+g+F(x)o(x) (mod.p), 


et, en élevant les deux membres à la puissance p71, 


al” — x?” 


T'+g+F(z)o{r) (mod.p), 


p(x) désignant encore ici un polynôme à coefficients 
entiers. 


164 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEUR. 


Faisons successivement m1, 2, 3, ...,1l viendra 





L=EXr +g+ F(x)v (x) | 
xl = xp + £ + F(x) p (x) = Tr +29 + F(x) 9 (x) 


1 


TR à Lit : | (mod. p}), 
ar + g + F(r)p(r) = x +38 + F(r)y(z) | | 


et l’on aura, quel que soit mn, 


aP= x + mg + F(x)o(zx) (mod. P). 


Supposons maintenant que rm désigne le degré de F(x); 
alors, F(x) divisant x?”— x, la formule précédente 
exige que l’on ait 


Mmg—=O où m—=Oo (mod.p); 


m étant ainsi un multiple de p,on a m—p; par suite 
F (x) ne peut être que la fonction x? — x — g elle-même. 


Classification des fonctions réduites suivant un module 
premier et suivant une fonction irréductible. 


3061. Soit F(x) une fonction entière irréductible sui- 
vant le module premier p; si l’on pose 


f(x)=c+ar+axz +...+a. xt, 


Aos y, «+. @,_1 étant des entiers compris entre o et 


AREA 
9 
2 





D'emil 
p—1,ou entre —"" et + f(x) sera l’expres- 


sion générale des fonctions réduites suivant le module p 
et suivant la fonction irréductible F(x). Le nombre total 
de ces fonctions réduites est p’ et nous avons vu que cha- 
cune d'elles satisfait à la condition 


Lie) — f(x) = F(x)ÿ(x) (mod. P) 
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qui exprime que la fonction 


[f(x] — f(x) 
est divisible par F(x) suivant le module p. 

Nous nous proposons d'établir ici à l'égard des fonc- 
uons f(x) une classification de tout point semblable à 
celle que nous avons faite pour les nombres entiers dans 
le Chapitre précédent. L'analyse que nous allons déve- 
lopper ne suppose pas le théorème que nous venons de 
rappeler; celui-ci, au contraire, se présentera comme 
une conséquence de cette analyse. 

Dans ce qui va suivre je ferai usage d’une notation 
particulière qu'il convient, je crois, d'introduire dans 
la théorie qui nous occupe. Puisque nous écrivons 
A=B (mod. p) pour exprimer que la différence des 
nombres À et B est divisible par p, 1l semble naturel 
d'admettre la notation 


(x) = f(x) [mod.p, F(x)] 


pour exprimer que la différence des deux fonctions en- 
tières f(x), f(x) est divisible, suivant le module p, par 
la fonction irréductible F(x). Celle-ci prendra alors le 
nom de fonction modulaire, et je dirai quef(x) et f(x) 
sont congrues suivant le module p et suivant la fonction 
modulaire F(x). Enfin, pour abréger le langage, je don- 
nerai le nom de résidus minima aux fonctions réduites 
suivant le module et suivant la fonction modulaire. 


362. Cela posé, soit X l’une quelconque des p’— 1 va- 
leurs de f (x) autres que zéro; nous ferons, dans ce qui va 
suivre, abstraction de la valeur zéro. Les résidus minima 
des termes de la suite 


ES GR CD ACTES 


seront aussi des valeurs de f(x). Mais, parce que f(a) 
rater 


né. 
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n'a que p’—1 valeurs distinctes, il faut que quelques- 
unes de ces valeurs se trouvent reproduites une infinité 
de fois dans la série des puissances de X. Supposons que 
l’on ait 
X##=X%" [mod.p, F{x)], 
ou 
XY{(X*—1)=o [mod.p, F(x)]. 


\ 


Comme X” ne peut être divisible par F(x), suivant le 
module p, 1l faut que l’on ait 


ÇA} [mod. P» Eat 


et, par suite, 
RATES MEN CET [mod. PEN 
Il y a donc une infinité de puissances de X congrues à 
l’unité. Soit 7 le plus petit nombre tel, que l’on ait 


X'=1 [mod.p, F(x)], 


on aura ces z valeurs de f(x) dont les résidus minima 
seront distincts, savoir 


(x) 1, EX NS NAS TE 


Si l’on a p’— 1 = 7, la suite (1), ou celle de ses résidus 
minima, comprendra toutes les valeurs de f(x). 

Si l’on a p'— 1 > n, soit X, l’une des valeurs de f(x) 
qui ne sont pas comprises parmi les résidus minima de 
la suite (1); en multipliant les fonctions (1) par X,, on 
obtient les nouvelles fonctions 


(2) XX XE XX NX EEE 


dont les résidus minima sont distincts; car soient »’ et n/ 


deux nombres inférieurs à 2; si l’on avait 
XX, — X2”X,=—=0 |[mod.p, F{(x)| 


comme X, ne peut être divisible par F(x'), suivant le 
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module p, on aurait 
DA RUN De [ mod. ÿey F (x )} 


ce qui est contre l'hypothèse. En outre, les quantités (2) 
sont distinctes de (1); car si l’on avait, par exemple, 


XYX;,=X*" [mod.p, F{x)], 
on aurait, en multipliant par X*7”, 
D EX enr” ou X, En Xn—n'+n/ [mod. P; F(x)], 


ce qui est encore contraire à l'hypothèse. 

Il résulte de là que p'— 1 est égal ou supérieur à 2n. 
Si p’—1 est >> 27, soit X, une valeur de f(x) non 
comprise parmi les résidus minima des suites (1) et (2). 
En multipliant les fonctions (1) par X:, on obtient les 
nouvelles fonctions 


(3) SO E NUE CS ADIEU CR en 


Le raisonnement que nous venons de faire prouve que 
les résidus minima de ces fonctions (3) sont différents 
entre eux et distincts des résidus fournis par la suite (r); 
il est aisé de voir qu'ils sont aussi distincts des résidus 
de la suite (2); car si l’on avait, par exemple, 


X1X,=X""X,;, [mod.p, F{x)| 
en multipliant par X"7# il viendrait 
D XX ou XXe +R X À [mod, p; F(x)|, 
ce qui est contre l’hypothèse. 
Il résulte de là que p’—1 est égal ou supérieur à 37. Et, 
en poursuivant ce raisonnement, on voit que p’—1 est 


nécessairement un multiple de 7. 
Si n est le plus petit nombre tel, que l’on ait 


X?=1 [mod.p, F(x)] 
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Je dirai que la fonction X appartient à l’exposant n, 
suivant le module p et la fonction modulaire F(x). Ce 
nombre 7 étant un diviseur de p*—1, la précédente con- 
gruence entraîne 


Se ru VS 10 [mod. Ps F(x)], 


ce qui fournit une nouvelle démonstration du théorème 
démontré au n° 346. 


363. Taéorëme [. — La fonction F(x), irreductible 
suivant le module p, étant du degré v et n désignant un 
diviseur quelconque de p'—1, 1l y à autant de fonc- 
tions réduites qui appartiennent à l’exposant n, suivant 
le double module! p, F(x)|, qu'il y a d'unités dans le 
nombre o(n) qui exprime la totalité des nombres pre- 
mers et non SupéTieurs à n. 


La démonstration de ce théorème est identique à celle 
dont nous avons fait usage au n° 306, en nous occupant 
de la classification des nombres entiers relativement à un 
module premier. Nous la reproduirons cependant, à cause 
de l’importance du sujet. 

Supposons qu’il existe une fonction X, appartenant à 
l’exposant 7; les résidus minima des fonctions 


(x) LAURE XP MARS 


seront distincts; d’ailleurs, si e désigne l’un quelconque 


des nombres 
1,2, 3, (OU(rEETE 


la congruence 
X=1 [mod.p, F(x)] 


entraînera 


(2) X#=1 ou (X)=1 [mod.p, F(x)], 
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d’où il résulte que, si l’on substitue chacune des n fonc- 
tions (1) à X dans la fonction 


X27— 71, 


on obtiendra 7 résultats qui seront divisibles par F(x) 
suivant le module p; donc, d’après la proposition du 
n° 349, 1l n’existe aucune fonction réduite autre que les 
résidus des fonctions (1) dont la puissance ni°® soit divi- 
sible par F(x) suivant le module p. 

Désignons maintenant par m1 l’exposant auquel appar- 
uent X*, c'est-à-dire le plus petit nombre tel, que l’on ait 


(3) LRO XI rS [Mod;p, Flx)]. 


La congruence (2) exige que 7 soil un multiple de m; 
inversement, comme X, appartient à l’exposant 7, la con- 
gruence (3) exige que me soit un multiple de x, et, par 
suite, que 2 soit divisible par 2, lorsque e est premier à 7. 
Donc on a m— n, dans cette hypothèse; ainsi X‘ ap- 
partient à l’exposant 7 lorsque e est premier à 7. Mais, 
si z et e ont un diviseur commun 0 > 1, on aura 


FU [mod. p, F(x)|; 


et, par conséquent, X° n'appartient pas à l’exposant 7. 
S1 donc 1l existe des fonctions réduites appartenant à 
l'exposant 2, le nombre de ces fonctions est égal à o(n), 
o(z) indiquant, comme à l'ordinaire, combien il y a de 
nombres premiers et non supérieurs à 2. 

Cela posé, toute fonction réduite appartient à un expo- 
sant qui est l’un des diviseurs 


dvd a 


de p'— 1.51 donc on nomme (x) le nombre des fonc- 
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tions réduites qui appartiennent à l’exposant 7, on aura 
ÿ(d)+p(d)+%(d) +...=p—xr, 
et, par suite, 
Hd) + 4(d)+9(d")+= p(d) + o(d') +p(d") + 
Mais, d’après ce qu’on a vu plus haut, on a 
ÿ(x)=vy(x) ou (2) —o; 
le dernier cas ne saurait jamais avoir lieu, à cause de 
l'égalité qui précède; donc on a 
pr) =). 


Corozzaire. — ÎÙ y a (p—1) fonctions réduites 
qui appartiennent à l’exposant p'—1, suivant le mo- 


dule p et la fonction modulaire F(x). 


364. TaéorÈëme Il. — S: deux fonctions réduites X,, 
X, appartiennent, relativement au module D''CLIAE la 
fonction modulaire F(x), à des exposants n,, n pre- 
miers entre eux, le résidu minimum du produit X, X2 
appartiendra à l’exposant nn. 


En effet, soit s un exposant tel, que 
GER Ex er one a ete 
on aura, par l'élévation à la puissance n,, 
X4X%=1 [mod.p, F(x)], 


et, puisque X, appartient à l’exposantr,, cette congruence 
se réduit à 


(2) Xÿ:3=1 [mod.p, F(x)]. 


La congruence (2) montre que 57, est un multiple 
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de 72; mais 2, et, sont premiers entre eux, donc s est 
divisible par 72. D'ailleurs », est l’un quelconque des 
nombres 7,, n°, par suites est divisible par 7, et par n2; 
il l’est donc également par le produit 7, n2. 

Enfin la congruence (1) étant satisfaite quand on prend 
S = Ml, On voit que 7, », est effectivement l’exposant 
auquel appartient le produit X, X:. 


Corozzaire 1. — 8: les fonctions réduites X,,X, .…, 
X; appartiennent, relativement au module p et à la 
fonction modulaire F(x), à des exposants n;, no, ..., n; 
gui soient premiers entre eux, deux à deux, le résidu 
minimum de la fonction X, X2:...X; appartiendra à 
l’exposant nins2... 173. 


CorozzairEe Il. — Si le nombre p'—1 est égal à 
2q'rt...,g,r,... étant des nombres premiers impairs 
inégaux, et si Xo, X1, Xo, ... désignent des fonctions 
réduites appartenant respectivement aux exposants 2*, 
g’,r*, .., le produit X5 X1 X2 ..., ou son résidu mini- 
mu, appartiendra à l “exposant É 


Des COngTuences suivant un module premier et suivant 
une fonction modulaire. 


365. Soit F(X) une fonction entière de la variable X, 
dans laquelle les coefficients des puissances de X soient 
des nombres entiers ou des fonctions entières de la va- 
riable x, prises suivant le module p et suivant la fonction 
irréductible F(x) d’un degré quelconque v. Je dirai que 
la valeur 


est une racine de la congruence 


S(X)=o [mod.»p, F(x)], 
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si, après la substitution de f(x) à X, la fonction f(X) 
est divisible par F(x), suivant le module p. 

Le corollaire du théorème démontré au n° 345 peut 
alors être énoncé comme il suit : 


Une congruence du degré m, suivant un module pre- 
mier et suivant une fonction irreéductible, a au plus au- 
tant de racines qu'il y à d'unités dans son degre. 


366. Taéorime I. — Soient F(x) et f(x) deux fonc- 
tions irreductibles suivant le module p, la première du 
degré v, la deuxième d'un degré égal à y ou à un divi- 
seur de v. La congruence 


S(X)=0o [mod.p, F(x)l 


a précisément autant de racines qu’il ya d'unités dans 
son degre. 


En effet, le degré de S(X) étant un diviseur de v, 


on a 
XP—X=S(X) SX) +px(X), 


f, (X) et y(X) étant des polynômes à coefficients entiers. 
D'un autre côté, la congruence 


XP? —X=0o [mod.p, F(x)] 


a pour racines les p' fonctions réduites de x, zéro com- 
pris; d’ailleurs chacune des racines de cette congruence 
appartient à l’une ou à l’autre des deux 


F(X}=0o, $(X)=o [mod.p, F(x)] 


et si l’une d'elles avait moins de racines qu'il n’y a 
d'unités dans son degré, il faudrait que l’autre en eût 
plus qu'il n’y a d'unités dans le sien, ce qui est impos- 
sible. Le théorème énoncé est donc établi. 
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367. Taéorëme II. — S: P(X) est un polynôme du 
degré m dont les coefficients soient des nombres entiers. 
et dans lequel le coefficient de X" ne se réduise pas à 
zero, suivant le module P; on pourra trouver une fonc- 
tion irréductible F(x) suivant le module p telle, que la 
congruence 

P(X)=o [mod.p, F{xr)] 
ait m racines. 


En effet, décomposons le polynôme ®{X) en facteurs 
irréductibles suivant le module p; soit 
La 


b(X)=h(X)#(X)8(X)... (mod.p) 


et désignons par 74, 7», 73, ... les nombres inégaux 
par lesquels on peut exprimer les degrés des polynômes 
irréductibles P,, P;,, .... Chacun de ces facteurs divi- 
sera, suivant le module p, l’une des fonctions 


REX XP TX XP EX, 5 


si donc y désigne le plus petit nombre divisible à la fois 
par 4, 7°, -.., les mêmes polynômes diviseront aussi 


XP — %X. 


Par conséquent, si l’on prend une fonction irréduc- 
tible F(x) de degré v, chacune des congruences 


$,(X)=0 | 
#(X)20 À (mod. p, F(x)] 
$,(X)=0 | 


aura (n° 366) autant de racines qu’il y a d'unités dans 
son degré, et il s'ensuit que la proposée aura elle-même 
autant de racines égales ou inégales qu'il y a d'unités 


dans son degré. 
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Propriétés des racines d'une congruence dont le premier 
membre est une fonction irréductible de degré égal 
au degré de la fonction modulaire ou FE à un sous- 


multiple de ce degré. 


368. Tnéorème. — Si F(x) et f(x) sont deux fonc- 
tions entières irréductibles suivant le module p, la pre- 
mière du degré v, la seconde d'un degré p égal à v ou 
à un sous-multiple de v; si en outre X, désigne l’une 


quelconque des racines de la congruence 4 
(1) F(X)=o [mod.p, F(x)], 


\ 


Les racines de cette congruence seront Les residus minima 
des puissances 


(2) XX EX PUR SR E AE 
En effet, on a (n° 347) 
F(X7")=[F(X)" (mod. p), 
et puisque X, satisfait à la congruence (1), on aura 
F(X?")=0o [mod. p, F{x)]; 


donc chacune des puissances (2) ou son résidu minimum 
est racine de la proposée. Il reste à prouver que les résidus 
de ces puissances sont distincts. Si l’on avait 


XF"æ=X#" [mod.p, F(x)}, 
il s’ensuivrait 
XF (XF) —1]=0o [mod.», F(x)j 
puis 
XP") — 10 [mod. P; F(x)]. 


L’exposant auquel appartient X, est donc un diviseur 
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de p#(p?— 1) et, par suite, un diviseur de p?—1, car cet 
exposant ne renferme pas le facteur p; on a en consé- 
quence 

XP?"—1=o [mod.p, F(x)]. 


Mais cela est impossible, puisque 7 est <u; donc les 
résidus des puissances (2) sont distincts. 


Corozraire. — Si F(x) désigne une fonction irré- 
ductible du degré » suivant le module premier p, la 


CcOrSTueEnce 
F(X)=0o [mod. p, F(x)] 


a pour racines les résidus minima des y puissances 


2 V==1 
T, Hs Ps: . 0e. æP e 


Des racines primitives de la congruence 
XP —1—1=o [mod.p, F(x)}]. 


369. Quelle que soit la fonction entière F(x) de de- 
gré v, irréductible suivant le module premier p, parmi 
les p’— 1 racines de la congruence 


(1) XP —1—1=o [mod.p, F(x)] 


il y en a ®(p'—1) qui appartiennent (n° 363) à l’expo- 
sant p’— 1; nous les nommerons racines primitives. 

Si X désigne l’une quelconque des racines primitives, 
les racines de la précédente congruence seront les résidus 
minima des puissances 


POS EC 0 ENTER XP: 
Le nombre p'—1 étant décomposé en un produit 


stgtr*... de facteurs premiers, pour avoir une racine 
primitive de la congruence (1), il suffira, d’après le co- 
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rollaire II du n° 364, de former les congruences 
(2) XŸ—1=0, X—1=0, K'=1—=0 OS 


et de chercher des racines de ces congruences qui appar- 
tiennent respectivement aux exposants 2, g", r”, .... 
Ces dernières racines peuvent être nommées primitives à 
l'égard de celles des congruences (2) auxquelles elles se 
rapportent. 

Si la fonction modulaire F(x) est choisie parmi les 
fonctions irréductibles du degré y qui appartiennent à 
l’exposant p’—1, il est évident que les p’—1 racines 
de la congruence (1) seront les résidus des puissances 


3 Ve 251 
ns nier dhrie CE Te NES ES 


car æ est, dans ce cas, une racine primitive de la con- 
gruence. 


310. Lorsque l’on connaît une fonction irréductible 
F{x) de degré v, relativement au module p, et qu’on a 
obtenu, au moyen de cette fonction, une racine primi- 
tive de la congruence 


(1) XP —1—1=0 [mod.p, F(r)|, 


on peut trouver facilement toutes les fonctions irréduc- 
uibles dont le degré est égal à y ou à un diviseur de ». En 
d’autres termes, on peut effectuer la décomposition de la 
fonction 


y v 
CPU OU XX PEER 


en facteurs irréductibles suivant le module p. 

En effet, soit X, une racine primitive de la con- 
gruence (1); toute puissance X% sera racine d’une con- 
gruence telle que 


(2) F(X)=0o [mod, p, F(x)] 


? 
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$(X) étant une fonction irréductible suivant le module p, 
dont le degré u est égal à » ou à un diviseur de v. Alors 
les racines de la congruence (2) seront (n° 308) 


< > T EN)? 1 
(3) DEN PR ee en MX liuts 
et, comme on doit avoir 


(4) XP = X° ou Xe) 7 [mod. p, F(x)]|, 


{l 
l'exposant e(p— 1) sera un multiple de p’—1. Posons 
Pret mr, 


et supposons que 72 soit le plus grand commun diviseur 
des nombres e et p’—1; la condition pour que la con- 
gruence (4) ait lieu se réduira à celle de la divisibilité 
de p*— 1 par ». Mais, pour que les fonctions (3) soient 
effectivement distinctes, 1l faut en outre que y soit le plus 
petit nombre tel, que p#— 1 soit divisible par ». 

Le degré u de la congruence (2) étant ainsi déterminé, 
on aura identiquement (n° 345) 


F(X)=(X— X:)(X— XP)... (X — XP) [mod. p, F(x)], 


et, après avoir effectué le produit des binômes contenus 
dans le second membre de cette formule, on aura une 
expression de F(X) de laquelle la variable x aura disparu. 
On pourra former de cette manière toutes les fonctions 
irréductibles dans lesquelles la fonction NUE ENS peul 
être décomposée. 
S1 l’on désigne par # l’exposant auquel appartient X°, 


on aura 
Xe 1 [mod. P; F(x)], 


d’où il résulte que ke est divisible par p*—1 — mn, et 
que, par suite, # est un multiple de 7; mais comme la 


S. — Alg. sup., W 12 
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congruence précédente est satisfaite par À = n, on voit 
que Xf appartient à l’exposant ». 

Je dis en outre que la fonction irréductible f(X) ap- 
partient à l’exposant 7. En effet, désignons par #,(X) 
et P[X) le quotient et le reste de la division de X2—1: 
par S(X) suivant le module p, on aura 


Xn—1—SX) FIX) + #(X) Æpy[x), 
x étant une fonction entière. Cela posé, les congruences 
NE 0 FIX)==0 [mod. p, F(x)] 


admettent les y racines qui forment la suite (3); donc ces 
racines appartiendront aussi à la congruence 


?(X)=0 [mod. p, FEAR, 


etcomme celle-cine peut être d’un degré supérieur à —1, 
elle est nécessairement identique et l’on a 


b(X)=o (mod.p) 
d’où 
NIET =), (X) HE FLICS 


ce qui exprime la proposition énoncée. 


371. D’après ce que nous venons de voir, si l’on veut 
former toutes les fonctions irréductibles du degré v qui 
appartiennent à l'exposant #, diviseur propre de p’—1, 


on posera 
PEL, 


et l’on prendra ensuite pour e l’un quelconque des mul- 
tiples de m premiers à 7. L'expression générale des fonc- 


tions demandées sera 


FX) = (XX) (XXL EXxT) mod Ares 
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S1 l’on veut avoir les fonctions irréductibles qui appar- 
tiennent à l’exposant p’— 1 et auxquelles répondent les 
racines primitives, on fera m—1,n—p—1, en sorte 
qu'il suffira de prendre pour e, dans la formule précé- 
dente, tous les nombres premiers à p’—1 et à p. 


Du point de vue sous lequel Galois a envisagé les 
congruences suivant un module premier et une fonc- 
tion modulaire. 


312. Dans la théorie des congruences ordinaires, on 

2 
traite comme s'ils étaient nuls tous les nombres divisibles 
par le module. Et de même, dans l’analyse qui se rap- 
porte aux congruences de la forme 


F(X,x)=o [mod.p, F(x)], 


on opère comme si les multiples de F{x)s’évanouissaient. 
Or il y a ici une indéterminée x qu’on peut faire servir 
naturellement à l’'évanouissement des multiples de F(x); 
il suffit effectivement de convenir que cette indétermi- 
née x est une racine imaginaire de la congruence irre- 


ductible 
F(rx)=0o (mod. p). 


Ainsi peuvent s’introduire dans l'analyse de nouvelles 
imaginaires dont l'emploi offre certains avantages, bien 
qu'il ne soit pas indispensable. Cette conception est 
entièrement due à Galois, qui l’a exposée succinctement 
dans le Bulletin des Sciences mathématiques de Fe- 


russac (1. XIII, p. 398) (*). 





(*) L'article publié par Galois en 1830 dans le Bulletin de Férussac a 
été réimprimé ensuite avec ses autres Mémoires dans le tome XI du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées. 
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La théorie que nous avons développée nous donne, au 
point de vue de Galois, les propositions suivantes : 


Tuéorëme I. — Sri désigne une racine imaginaire de 
la congruence irréductible de degré », 


F(r)=0o (mod.p) 
une congruence non identique de degré m, 
p(r)=0o (mod.p) 
ne peut avoir plus de m racines distinctes de la forme 
do +ti+ di +.,..+ at, 
Où A, i,--., 4,_, désignent des entiers inférieurs à p. 
Tuéorkme Il. — La congruence 
a r==0 (mod. P) 
admet toutes les p' racines de la forme 
A + ai+ mi +.. + a ni, 
: désignant une racine de la congruence irréductible 


F(x)=o (mod.p), 
de degré ». 


Taéorime IT. — Za congruence irréductible 
F(zx)=o (mod.p) 


de degré y admet y racines qui peuvent étre représen- 
tees par 
LEP s CLP iP 


2-0 250,9 e 


Taéorikme IV. — Une congruence quelconque non 
identique a autant de racines égales ou inégales qu'il 
y a d'unités dans son degré; toutes ces racines sont des 
fonctions entières d'une méme racine imaginaire d'une 
congruence irreéductible. 


US 1 
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Tuéorëme V. — La congruence 
xP1—1=o (mod. p) 


admet des racines primitives; chacune de celles-ci est 
racine d'une congruence irréductible de degré y, et ses 
puissances fournissent toutes les racines de la con- 
gruence proposee. 


Taéorëme VI — Si l’on a p—1—=q#q%...qg, 
1» 2» +. {m Étant des nombres premiers inégaux 
CLOS A5 0 Um des entiers quelconques, et que ri, 
le, -.., lm désignent des racines primitives pour les 
congruences respectives, 


æ; Ga C2 

RE 0, es y ot 0, om 10 (mod. p), 
le produit r, ra... rm sera une racine primitive de la 
congruence 


xPl—1=o (mod. P}. 


Application de la théorie précédente au cas du 


module 7. 


313. Il ne sera pas inutile d'examiner quelques-uns 
des cas d’un module particulier. Je choisirai à cet effet le 
module 7, qui a à pour racine primitive, et je prendrai 
les résidus suivant ce module, entre les limites — 3 et 
+ 3. 


2 , 
De la congruence x —1= (mod. 7). — Le théo- 
rème du n° 358 nous donne immédiatement les trois 
fonctions irréductibles du deuxième degré 


TH, x+2, x? — 3, 


Nous plaçant ici au point de vue de Galois, cherchons 
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une racine primitive de la congruence 

(1) DTA 0! OU T0) 

en partant de la racine : de la congruence irréductible 
(2) x?+1æo (mod.7). 

À cet effet, comme 48 — 2* x 3, il nous faut connaître 
une racine primitive des deux 

(3) 10, TV 1 —01|mod 7). 

La première de ces congruences a 2 pour racine primi- 


tive, et les racines primitives de la deuxième appar- 
tiennent à 


(4) x+1=0o (mod.7) 


laquelle, à cause de ?=—1, se décompose en deux 
autres, Savoir : 


4 


2 —i=0, xt+i=o (mod. 7) 


Considérons la première 
æt— i=o (mod. 7) 


et posons 
TZ — 4 + Ai, 
il viendra 





aj— Jajai— aÿaii — 3açai 8 +aii=i (mod.7), 
et, en réduisant à l’aide de 1°=—1, 
(ai+aiai+ai)+(—3aia+3açai —i)i=o (mod. 7) 
d’où 
aj+açai+ai=0, —3aia;+3açai—1=0o (mod. 7) 
On satisfait à ces congruences en posant 
2 Ci 0. 


donc la deuxième des congruences (3) a la racine primi- 
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tive 2 — 31; par suite la proposée a la racine primitive 
(5) x=2X{(2—3i)—=—3+i (mod. 7). 

En élevant au carré, il viendra 
(6) L'=2+i+i æir+i, 
et, en éliminant : entre (5)et (6), 
æ'—x+3=o (mod. 7) 
Telle est la congruence irréductible dont dépend la 
racine primitive demandée. Si l’on représente par £ cette 
racine, les 48 racines de la congruence (1) seront les va- 


leurs des puissances 


; 2 3 #8 
3 UEX s Lists niet als 


réduites par le moyen de la congruence 
—i+3—=o (mod.7). 
314. De la congr'uence EU T0 (mod. 7). — 
Le théorème du n° 358 indique, pour le module 7, l’exis- 
tence des quatre fonctions irréductibles du troisième 


degré 
x — 2, x — 3, 28 + 3, x +. 0, 

Nous désignerons par : une racine de la congruence 
8=2 (mod.n), 
et alors les racines de la proposée seront de la forme 

dj + ait on ma CALE 
Cherchons une racine primitive de la congruence pro- 
posée qui est 


(x) a 1=o ou x2%%_1—o (mod. 7). 


Il suffit pour cela d’avoir une racine primitive de chacune 
des trois suivantes : 


0 10, 19) —0 | (mod, 1). 
7 
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La racine primitive de la première des congruences (2) 
est — 1; la deuxième de ces congruences (2) peut se 
mettre sous la forme 


(xi—1){(r—2)(a+3)= (mod. 7), 
et ses racines primitives sont les racines des deux con- 


gruences 
L—= 


, Æ=—3 (mod.7); 


donc 1 est racine primitive de la deuxième des con- 
gruences (2). Il reste à trouver une racine de x!'°— 1 =—=0, 
ou plutôt de 


= 0 (mod. 7). 


Examinons si l’on peut satisfaire à cette congruence 
en posant simplement x —a +ait au lieu de 
do + ii + &i?; nous devrons avoir 

(& + aæi)"=æ1 (mod. 7), 

ce qui, en développant par la formule du binôme, et ré- 
duisant les puissances de &,, a, et i par les formules 

aÿM=1, af"=1, À=2 (mod. 1) 
se réduit à 

3[a, —aiai +{aiai +aiai)#]=1, 
d’où, en séparant, 

34, — 3açjai=1, aÿ ai +aia=o. 
Ces deux dernières conditions sont satisfaites en posant 

TER NU ETS | 

Donc — 1 +71 est une racine primitive de la troisième 


des congruences (2 P Le produit des trois quantités 


— 1, À,  —1—+i, 


qui est 
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sera donc une racine primitive de la congruence proposée 
x — 1=0 (mod. nm); 


par conséquent, cette expression jouit de la propriété 
qu’en l’élevant à toutes les puissances on obtiendra 7—1 
expressions différentes et de la forme 


do + ai + a. 


Si l’on veut connaître la congruence irréductible dont 
dépend la racine que nous venons de trouver, 1l faudra 
éliminer à entre 


T—i—#® et P—=2 (mod. 9). 


En élevant la valeur de x au cube, puis réduisant les 
exposants de z, il vient 


2 —2+i—# (mod. 7) 
d’où 
x$—x+2—=o (mod. 7). 
Il sera convenable de prendre pour base des imagi- 
naires et de représenter par t la racine de cette con- 
gruence, en sorte que l’on aura 


9 


5—i+b2=o ({mod.7) 
et l’on obtiendra toutes les imaginaires de la forme 
do + ai + @t 


en élevant z à toutes les puissances et réduisant par la 
précédente congruence. 


k 
319. De la congruence x7 -!—1=0 (mod. 7). — 
Le théorème du n° 354 nous fait connaître une fonction 
irréductible du quatrième degré, suivant le module 7, 


SAVOIrT ! 


x? 


di | 


ou He La +z+i; 





TX —I 
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effectivement le module 7 est racine primitive pour le 
nombre premier 5. En outre, d’après le théorème dé- 
montré au n° 358, chacune des trois fonctions binômes 


x + k xls + 2, 16 — 3 


est décomposable suivant le module 7 en quatre facteurs 
irréductibles du quatrième degré. On trouve par l’analyse 
du n° 359 que ces facteurs sont respectivement 
a+ x—1, x* + 2x? — 2, xt+ x'+3, 
Z*— x?— 1, XV — 2x? — 2, at— x+ 3, 
a+ 3r2— 1, xt + 3x? — 2, IH 27? + 3, 
2 — 3? — 1, xt — 3x? — 0, xt — 22? + 3. 
Nous désignerons par £ une racine de la congruence 
(x) +3%—2—=0o (mod.7) 
et nous chercherons une racine primitive de la con- 
gruence 
(2) xl _1e=o ou x] —09 (mod. 7). 


Comme 2400 = 25.3.52 — 32 XK 3 X 25, 1l nous faut 
connaître une racine primitive de chacune des trois con- 


L2 


gruences 
(3) ax—1=0, r°—1=0, x'—1=o (mod.7) 


Or la congruence (1) donne 





AM DRE 


(4) k 


&16 


1 + 3% } (mod. 7) 


HU UN | 


—" 
et, par suite, 
(1638 — (#)16= — 1 (mod.7) 


Il résulte de là que 1° est une racine primitive de la pre- 
mière des congruences (3\,; la deuxième congruence (3) 
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admet 2 comme racine primitive; 1l reste donc à con- 
naître une racine primitive de la troisième 


x8=1 (mod. 7); 
essayons d'y satisfaire en posant 
x = ai + bË; 


en substituant cette valeur, réduisant au moyen des for- 
mules (4) et égalant ensuite à zéro les coefficients des 
puissances de à, il vient 


— 24 b + 3a?b35— b5—=0o 
2 a + 3 a3b? — 2abt —=0 à 
D 9 (mod. 7), 


il -20 0 tab Ti—0 


congruences auxquelles on satisfait en posant a — 3, 
b— 2. Ainsi 31+ 21? est une racine primitive de 
x?5— 1 —=0, car il est facile de s'assurer qu’elle ne sa- 
tisfait pas à xŸ—1=0. La congruence proposée admet 
donc la racine primitive 
x—=28(3i+ ai) = — it — 3, 

ou, en réduisant, 
(5) x—=—2+i+3+a8, 
On tire de là 

at —1—i+0— 38, 
(6) M —iti— 3 +0, 

x 3 —3i+, 
et, en éliminant 1, on trouve 


(7) x— 22— 2r—2—=0 (mod. 7). 


Si l'on désigne muntenant par à une racine de cette 
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congruence (7), les 2400 premières puissances de à don- 
neront toutes les racines de la congruence 


x#0—1=o (mod. 7). 


376. À l'égard des fonctions irréductibles de degré 
supérieur à 4 pour le module 7, je me bornerai, en termi- 
nant, à des indications que le lecteur pourra développer 
sans difficulté. Nous n’avons aucun théorème qui nous 
permette de former directementune fonction irréductible 
du cinquième degré relativement au module 7. Mais il 
est aisé d’en obtenir une par tâtonnements. Ainsi on 
reconnait que la fonction 


2$ ir — 3 


est irréductible suivant le module 7, parce que, si le 
contraire avait lieu, cette fonction aurait un diviseur du 
premier ou du deuxième degré, lequel appartiendrait, en 
même temps, à la fonction x#8— 1; or il est facile de 
s'assurer que cette fonction et la proposée n’ont aucun 
diviseur commun suivant le module 9. Il y a plus, la 
fonction xÿ + x — 3 appartient à l’exposant 75 —1, en 
sorte que, si l’on désigne pars une racine de la congruence 


irréductible 
S+i—3—=o (mod.7) 


les 7$—1 premières puissances de cz donneront les ra- 
cines de la congruence 


x—1—1=0o (mod.7). 


Dans le sixième degré, il y a deux fonctions binômes 
irréductibles, savoir : xf + 2 et x6 — 3, et 1l est facile 
de conclure de l’une ou de l’autre une racine primiuve 
de la congruence 


2110 (mod. 7) 
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Par exemple, si l’on pose 
= — 2 {mod.7) 


il suffira de déterminer une racine primitive de chacune 
des quatre congruences 


æx$—1=0, x°—1—=0, r°—1—=0o, x—1=o (mod. 7) 


en procédant comme nous l'avons fait dans les cas que 
nous avons examinés précédemment. On reconnaît faci- 
lement que 1 +1 est une racine primitive de la con- 
gruence proposée; cette racine appartient à la con- 
gruence irréductible | 


(x—1)+2=0o (mod. 7). 


Enfin, dans le septième degré, nous connaissons une 
fonction irréductible, par le théorème du n° 360, savoir : 
xT—x— g, g étant différent de zéro. Si l’on désigne 
par z une racine de la congruence irréductible 


Ü—i—3—=o (mod. 7) 


on reconnaîtra facilement quesest racine primitive pour 
la congruence 


a -t—1=o (mod. 7). 


\1) 
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CHAPITRE IV. 


DÉTERMINATION DES FONCTIONS ENTIÈRES IRRÉDUCTIBLES, 
SUIVANT UN MODULE PREMIER, DANS LE CAS OU LE DEGRÉ 
EST UNE PUISSANCE DU MODULE. 


Sur les fonctions entières irréductibles, suivant ur 
module premier, dans le cas où le degré est égal au 
module. 


377. Dans un travail qui fait partie du tome XXXV 
des Mémoires de l’Académie des Sciences, et dont mon 
Algèbre supérieure reproduit les résultats, j’ai montré 
qu’on peut obtenir immédiatement une fonction entière 


du degré v irréductible suivant le module premier p, 


lorsque le nombre » ne renferme aucun facteur premier 
différent de ceux qui divisent p—1, et aussi lorsque 
ce degré est précisément égal au module. 

Je me propose ic1 de revenir sur le dernier de ces 
deux cas et d'exécuter la décomposition de la fonction 
xP°— x en facteurs irréductibles suivant le module p. 
Posons 


a Be pti 
mr ANSE MATE : 
(ASIE 276 (ES 


il est évident que l’on aura 
(2) Xp X} —X, (mod.p): 


Multiplions entre elles les p — 1 congruences comprises 


y) a à 
je ÉUET) (RSS 
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dans la formule (2) quand on attribue à u les valeurs 
1,2, 3. ...(p—1), et divisons ensuite la congruence ré- 
sultante par X° X3... X,_,, 1l viendra 


(3) X,=X (XP —T {XL — ur). ,(KPTS —1) (mod.p); 


PLRRS 
mais la formule (1) donne 
Xi zx, et X,=x#—x (mod.p), 


en sorte que le quotient V de X, par X, est égal au 
produit de toutes les fonctions entières irréductibles de 


degré p; on a, par la formule (3), 

(&) V=(X 1) (RE 1)... (XP 1) (mod. p), 
et l’on sait d’ailleurs que 

(5) Xi, —1)(X,—2)..(X,— p—1) (mod. p). 


Ainsi chacun des facteurs X?-!— 1 de V est, d’après 
la formule (5), le produit de p— 1 facteurs X,— g, où 
g a les valeurs 1, 2, ... (p—1}), et chacun de ces fac- 
teurs X,—2g est lui-même le produit de p#-t facteurs 
irréductibles du degré p. En particulier, le facteur 
XY-1— 1 est le produit des p—1 polynômes irréduc- 
bles 


(6) TP— x — g, 
de le $e z , , , , 
que j'ai considérés précédemment. 


378. Les fonctions entières irréductibles du degré p 
peuvent être distinguées en p—1 genres, en compre- 
nant dans le ui"® genre toutes celles dont X7-1— x est 
le produit. Le premier genre comprend les p— 1 fonc- 
tions (6). 


Soit z une racine de la congruence irréductible 


(7) iP—i—1=0 ,(mod.p) 
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les racines de cette congruence seront 
Ë, 1 21H92, 22, TER 
et 1l est évident que les p racines de la congruence 


c—x—g—=o (mod. P) 


seront 


S1 


, gli+i), g(i+2), ..., g(i+p—ix,), 


en sorte que les fonctions irréductibles du premier 
genre sont caractérisées par cette circonstance que leurs 
racines sont des fonctions linéaires de c. 
Je dis que généralement les fonctions du p*"* genre 
ont pour racines des fonctions entières de i du degré y. 
En effet, considérons une telle fonction, et dési- 
gnons par 


(8) f(i)=a+ai+ aP+...+a, it 


l'une des racines de la congruence obtenue en l’égalant 
à zéro, suivant le module p. D’après ce qui aété dit plus 
haut, f (1) seraracine de la congruence X,=g (mod. p), 
dans laquelle g a une valeur convenable. Exécutant la 
substitution et observant que 


LJ()1 = (E") —=/f(i+m) (mod.p) 


il viendra 


FE+p)—Ë FH p—1)+ me 


+ (—1)}1 = f(ê-+i) + (—1hf(i)=g (mod, P}: 


Cette congruence est nécessairement identique, car 
son premier membre est un polynôme en à de degré in- 
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férieur àp; d’ailleurs ce premier membre est la diffé- 
rence ui°®° de f{(1) relative à la différence constante 1 
attribuée à :; donc, puisqu'il se réduit à la constante g 
différente de zéro, le degré de /{(1) est précisément égal 
à L; On a, en conséquence, 


Au À Ai — Ayo =. — Gp —=O. 


PROS AR 


319. Il est aisé d'obtenir les fonctions irréductibles 
des différents genres. Supposons que les p coefficients 
do, &y, ..., 4p_s de la formule (8) restent indéterminés, 
en excluant le cas où f (1) se réduirait à la constante &,, 
et considérons la congruence 


(9) B[f(i)—zr]=o (mod.p}), 


dans laquelle À prendra les p valeurs 0,1, 2, ..., p—r. 
Si l’on rabaisse au-dessous de p les exposants de à, en 
faisant usage de la congruence (7), la formule (0) 
donnera p cangruences, dont les premiers membres 
seront des fonctions homogènes et linéaires des puis- 
sances 10, 1,12, ..., 1P-1. En égalant à zéro, suivant le 
module p, le déterminant F(x) formé avec les coeffi- 
cients de ces puissances de i, on obtiendra la congruence 
irréductible dont les racines sont 


(ro) fi SiHr), ., f+p—i); 


F(x) sera donc une fonction entière irréductible du 
degré p. 


Si l’on fait, pour abréger l'écriture, 
! 


et qu’on regarde &, comme ‘équivalent à &, en sorte 
S. -—Alg. sup., U, 13 
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que a, représente 40 + &p_1, On trouve immédiatement 


| do — LT &; (44) .…. Ap-3 À p—2 pi 
f 
Zn LA — TL Gi ee ph—4 Æp—3 Zp—2 
1 LA 
Zp—2 dre a 0 a . p—ÿ € p—, A p—3 
(12) Ffx)=— » #5 ve -e "16.600 0e 9 STONLURUIANENSURRE CRC RE TI NN Ed : ds 0/6: 6110 67 5/00e 
U f ‘4 
! ! ! f 
! ! ! ! ! 
a; a, «, se RARES a di 


Telle est l'expression générale des fonctions irréduc- 
tibles du degré p suivant le module p. | 

Si l’on veut avoir les fonctions du yi*"* genre, on 
fera 


(12) Ait Ours 0 Le ITR 
et l’on peut supposer aussi 
(13) dy O7 


En effet, la congruence F(x)=o (mod. p) est celle 
dont dépendent les racines (10); or, parmi ces expres- 
sions (10), 1l y en a une, f(i+ À), dans laquelle le 
coefficient de #7! est congru à zéro, et rien n’empêche 
de substituer dans notre analyse f {1 + À) à f(x). 

Ayant donc égard aux équations (12) et (13), si l’on 
attribue aux coefficients à, a,, ..., a,_, les valeurs 
0,1,2, ...,p—1 età a, les mêmes valeurs, zéro excepté, 
la formule (11) fera connaître les { p— 1) p“-! fonctions 
irréductibles du ui?" genre. 

S1 on fait l'application au cas de y — 1 et à celui de 
LU = 2, On irouvera : 


1°Pour m —=1, F(r)=xP— x — a; 


» 


| Se PE 
2° Pour mm — 2, F(x)={x— 40) ru) 2 — 4 9 | A 


| 
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380. Parmi les fonctions du (p — 1)" genre, il faut 
remarquer celles qui répondent au cas où les coefficients 
de la formule (8) sont nuls, à l'exception de a, et ah_1; 
ces fonctions ont pour expression 


F{æ)= (2 29e, fe — dr] 


et elles ont cette propriété que les racines de la con- 
gruence F(x)=o (mod. p) sont des fonctions ration- 
nelles et linéaires de l’une d’entre elles. Effectivement, 
la congruence dont il s’agit peut, si l’on y introduit la 
racine &,, se mettre sous la forme 


(a, +a )x— a, 


xP = 
x + (ap_j — 4;) 


(mod. p), 

et l’on sait d’ailleurs que ses racines peuvent être repré- 
, — 1 

M D D TP, TP, ...,XPh : 


Sur Les fonctions entières irreductibles suivant un 
module premier, dans le cas où le degré est une 
puissance du module. 


381. Je me propose d'examiner ici le cas plus gé- 
néral des fonctions entières irréductibles, dont le degré 
est égal à une puissance quelconque du module pre- 
mier p. 

Posons, comme dans le précédent article, 


lb 


X,=2?" — La Hi ÿ< Fe RaamRl CES er A +1) tb. 
I 


Foie 


+ (— it = xPæ+(—1)xz (mod.p), 
formule de laquelle résulte la congruence 


(2) X,nH=X}—X, ({mod.p). 
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La formule (1) peut s’écrire symboliquement de Ja 
manière suivante : é 


X,=(E— 1) (mod.p), 


en convenant que, après avoir effectué l'opération indi- 
quée dans le second membre, on remplacera chaque 
puissance E#—# de £ par x?“ *, Alors, si l'indice u est 
divisible par une puissance de p, et que l’on fasse 


JL 


pvp", 
on aura symboliquement 
Km (Ep ((s— 1)" (ge 1)" (mod. p,, 
c'est-à-dire 


Xypr=—= PES ee PPT + + (—r)# d'a 1)...(v— h +) PV TPE ; 


—— 


I 1.218000 "2 


+ si) = ape (—i}x (mod. p);- 


dans le cas dev —:,ona 
(4) X,m= x?" — x. (mod. p), 


La formule (2) exprime que X, se change en X,., 
quand on change x en x?— x; d’ailleurs la même for- 
mule se réduit, pour g = 0, à 


X4 = X4 — Xo, 


ce qui montre qu'on doit regarder X$ comme “tant égal 
à x. Il résulte de là que, pour exécuter p fois de suite, 
dans les formules (1) et (3), le changement de x en 
æ<P— à, il suffit d'ajouter p unités aux indices des fonc- 
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tions X qui y figurent. La formule (3) devient ainsi 


(v—1)p 


»y—1)...(v—4+1) 


ail pire 
++ 1) T2. À ” ae 


e 


E pie +(—1YX, (mod. p) 


302. Je désignerai généralement par V, le produit 
de toutes les fonctions entières de degré p", irréduc- 
übles suivant le module p. D’après la formule (4), ce 
produit est égal au quotient des deux fonctions X», 


X pr1; ainsi l’on a 
(6) Xm=Xp1r-1V, (mod.p). 
Ensuite la formule (2) donne 
Xyn = XF, — X4, 


Xe = = XF +1 LE Xy+1 s ( mod. P }s 


Xyu4, = Fe RE à es 


multipliant ces congruences entre elles et divisant la 
formule résultante par le produit X,,,X,,,...X,,, 4, 
il vient 


(7) Xi = X,(XE 1 — 1)(XEi — Y EE (XF — 1) (mod. p), 


Faisons 
Le eye U + SL 


il viendra, à cause de la formule (6), 
MIO, (Xi — 1) (XP — 1) (XP — 1). (KP — 1) (mod. p). 


Chacun des facteurs X7:4,, ,— 1 du second membre 
de la formule (8) se décompose en p—1 facteurs 
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Xp", —g, où ga les valeurs 1, 2, ..., p—1, et 
cette dernière fonction est elle-même le produit de 
pr" "#i-n1 facteurs irréductibles du degré p”. 

Il y a lieu de distinguer en plusieurs genres les fonc- 
tions entières irréductibles de degré p”, ainsi que je l'ai 
fait déjà dans le cas particulier de 7 = 1. Je nommeral 
fonctions du Aime genre celles dont X/4,,_,—1 est le 
produit, À ayant les valeurs 


15/12) M9 TN SIDE AIT TE 
et le dernier genre, celui qui répond à = (p—1)p""", 
sera dit le genre principal. 

Si l’on exécute le changement de x en xP?— x, dans 
le second membre de la formule (8), chacun des 
p'—p"t— 1 premiers facteurs entre parenthèses se 
changera dans le facteur suivant, d’après ce qui a été 
dit plus haut. Quant au dernier facteur X7:1,—1, qui 
est le produit des fonctions irréductibles du genre prin- 
cipal, il se changera en X77'— 1, ce qui est le premier 
facteur de V,,,, c’est-à-dire le produit des fonctions 
entières irréductibles du degré p**! et du premier genre. 
De cette considération résulte immédiatement le théo- 
rème suivant : 


Taéorkme. — Soit F(x) une fonction entière du 
degré p?, irréductible suivant le module premier p. Si 
cette fonction appartient au X°"€ genre supposé non 
principal, la fonction F(xr— x) ou F(X,) sera réduc- 
tible, et elle se décomposcra en p facteurs du degré p", 
irréductibles suivant le module p et appartenant au 
(A+ r)ime genre. Mais, si la fonction F(x) de degré p” 
appartient au genre principal, la fonction F(x?— x) 
sera elle-méme irréductible suivant le module p, et 
elle appartiendra au premier genre des fonctions de 


degré prt1, 
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383. Considérons d’abord les fonctions entières irré- 


ductibles de degré p" et du premier genre. Le produit 
de ces fonctions est 


—1 Rs 
Xhni—1=N(X;m— —g) (mod.p}), 
le signe de produit IT s'étendant aux valeurs 1, 2, ..., 
(p— 1) de g. Le facteur Xyr1— g est ce que devient 
WA 
X"T'— 1 quand on y remplace x par — et qu'on mul- 
o 


tiplie le résultat par g; il s'ensuit que la recherche des 
fonctions entières irréductibles du premier genre est 
ramenée à la décomposition en facteurs de la seule ex- 
. pression 


(9) RE TP 2 1: (mod. p). 


Soient F (x) l’un des facteurs irréductibles de la fonc- 
tion (9) et ?, une racine de la congruence 


(10) F(x)=o (mod. p). 
La racine i, appartiendra aussi à la congruence 
(11) Xyn1—1=0 (mod.p) 


et l’on aura en conséquence 


(12) pl —i,=1 (mod.p). 


En tenant compte dela formule (12), lacongruence(11) 
peut s’écrire de la manière suivante : 


n—1 


(æ—i,)PP —(x—i,)=o (mod.p), 


» —1{ . 
et, par conséquent, les pr" racines de cette con- 
gruence seront données par la formule 


(13) ti, +flinsa) (mod.p), 


dans laquelle i,_, désigne une racine d’une congruence 


RO NE CUS Sn RE. 
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irréductible quelconque de degré p"=t, et f une fonc- 
tion entière du degré p#=!—1, dont les coefficients 
peuvent avoir les valeurs o, 1, 2, ...,(p—1). 

Parmi les valeurs de x comprises dans la formule (13), 
figurent les p” racines de la congruence (10), et comme, 
d’après la théorie des congruences, l’une de ces racines 
est &?, on aura 


14) P—i, =f(is) (mod.p), 


la fonction f devant être ici convenablement choisie. 
La formule (14) permet d'éliminer des expressions 
qui contiennent les puissances de i, au delà de la 
(p—1)*"%, en introduisant les diverses puissances 
lent 

De là on peut conclure que, si l’on désigne par 


Zi, las 35 RE ln 


des racines de congruences irréductibles suivant le mo- 
dule p, dont les premiers membres soient des diviseurs 
des fonctions respectives 


X— 1, X, — 1; Xp1— 1; Sr Xpn-1— 1, 


on aura 
Ar PU Ve 
BP — = P;, 
(15) CP —i, = Po, (mod. p), 


P, étant une fonction entière des racines £,, 19, «+, lus 
qui ne renferme aucune puissance de ces racines supé- 
rieure à la (p—1)iè"e, 

Il reste à connaître la condition que doivent remplir 
les fonctions P, pour aue les valeurs de &4, 12, «.., ip, 
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définies par les formules (15), satisfassent effectivement 
aux congruences respectives 


(16) Xi—1=0, MATE OX net 0, UN ro (mod. p). 


Pour remplir cet objet, nous aurons à nous appuyer sur 
à un lemme que nous allons d’abord établir. 


384. LEMME. — Soit 
fé) =a+ai+ at +...+ar 


une fonction entière du degré v< p, d’une quantité € 
racine de la congruence 


È CORRE Emo D. 


et dont les coefficients a, réels ou imaginaires, satisfont 
tous à la congruence 


3 ar — u—0 (mod. p); 
. si l’on attribue à X, la valeur f({), on aura 
4 KSpm4e = 1.2. vid, .(IMOd..P}, 


La démonstration de ce lemme se déduit très-facile- 
+ ment de Ja formule (5), qui donne l’expression de 
X,pm+, en fonction de X,. Pour élever f(£) à la puis- 
sance p0#8", il faut répéter v— Æ fois l'opération de 
l'élévation à la puissance p?"; or, d’après l'énoncé 
du lemme, cette opération change { en { +1 et elle 
laisse invariables les coefficients a; donc l'hypothèse 


X,— f({) entraîne 
x PE r(e +y—#) (mod.p) 
et, à cause de la formule (5), 


v{y— 1) 





D USINE FRE Re) TUE 
) (mod. p). 


+ (ip LE) + (a) SG) 


 oderde fl 
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Le second membre de cette congruence est la diffé- 
rence vièe de la fonction f(Q) relative à la différence 
constante 1 attribuée à Z ; 1l a donc pour valeur 


IL 21 VUd,, 


ce qui démontre la proposition énoncée. 

Comme le produit 1.2.3...{(p—1) est congru à —1, 
suivant le module p, on déduit de ce qui précède le 
corollaire suivant, relatif au cas de v — p—1. 


CorozLaire. — Si l’on attribue à X, une valeur re- 
présentée par une fonction entière f (£) du degré p —1, 
d'une racine £ de la congruence (PP = (non 
dont les coefficients a satisfassent à la congruence 
a —_a=0 (mod. p), la fonction X pn+1_pn+s prendra 
une valeur congrue au coefficient changé de signe de 


la puissance £P-'dans f({). 


389. Revenons maintenant aux formules (15 ). Sup- 
posons les fonctions 


P;, P;, peer) Pr 


telles que 14, 1, +. ., in_1 Soient respectivement racines 
des 7—1 premières congruences (16), et cherchons 
dans quel cas la valeur de 1,, définie par la dernière 
des formules (15), est racine de la dernière des con- 
gruences (16). Il est évident que cela revient à chercher 
dans quel cas la congruence 


X1=P;-1 (mod.p) 
entraine 
Xpn-:=1 (mod.p). 


n—1 
par P?, le coefficient de #21 dans PEER 


coefficient de &-4 dans P®,, et ainsi de suite; le coef- 
ficient P#" de 1, dans P=? sera un nombre enter. 


Désignons par P#, le coefficient de #7 dans P,_,, 


pm 4" 


RS 
Le 
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Cela posé, le corollaire du lemme du n° 384 est appli- 
cable successivement dans les 7 —1 hypothèses sui- 


vantes : 
M—=n—2, b—1, E—ign SE) = +Prss 
D pi pti, Lt — 5, ., FANS EN EPA 
A D pri prit r, | Li, .. FE = FPE 
Rp pet Er, cri, fic)?" 
| L DÉFIS RARE CSI USE PR PE PE Pr 9 
m—0, LR EN UE TON QE a ere 


Effectivement les conditions de ce corollaire, savoir : 
GP —{=1, a —a—=o (mod.p), 


sont remplies dans chacune de nos 72 —1 hypothèses; 
donc la congruence 


X,=P, 1 (mod.p) 


entraînera successivement les suivantes : 


nn: (1) 
Xpn-i pus, Eh per 
a, (2) 
Xpn-i_pn-s 44 = + BE 
Ex: Hi n=4 == p® 
F = Tes _ 
11200 fi (mod. p), 
QUVIS, Totale ere. 6 v:'000 05 "11e. 56 , 
_—— Le 4 Gi: 
Xp 1) Peu 
Le. —= (__y\n—1 (n—1) 
X," 1 mms ( 1) pa, 
et, par conséquent, pour avoir Xpr—-1=1 (mod. p), il 


faut et il suffit que 


PU =(—1)—1 (mod.p), 


n-A1 — 


°p—1 


c'est-à-dire que P,_, contienne le terme 51 3P1,, ii 
avec le coefficient (—1)"-1, 
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De ‘là nous pouvons tirer la conclusion suivante : 

Pour que les quantités 1,, i+, ..., in, définies par 
les formules (15), soient respectivement racines des 
congruences (16), il faut et il suffit que chaque fonc- 
tion P, contienne le terme if! 191... avec le coef- 
Jicient (—1}r. 

386. Il est facile maintenant d'établir une règle géné- 
rale pour former les fonctions entières irréductibles du 
degré p” et du premier genre. 

La congruence irréductible de laquelle 4, dépend ré- 
sulte de l'élimination de 1,, 1», ...,1i,_, entre les con- 
gruences (15 ). Cette quantité z, étant l’une quelconque 
des racines de la congruence (11), si l’on désigne par g 
un entier quelconque, le produit gi, représentera une 
racine d'une congruence irréductible quelconque du 
degré p” et du premier genre. Faisant donc gi, =x, la 
dernière des congruences (15) deviendra 


(17) ._Xi=æP, (mod.p}), 


P;_, désignant ici une fonction entière de 24, t9,... im_45 
du degré p— 1 par rapport à chacune de ces quantités, 
et dans laquelle le coefficient de i?—* 19"... 147 est un 
entier quelconque autre que zéro. 

D'un autre côté, on peut remplacer les racines 4,, 
loss. ins, qu'il faut éliminer de la formule (197), par 





or rs r 

Le 4 2 TMS Lis Lay +. En_1 Étant des nombres 
Oo œ 4 

DURD 2 D n—1 

entiers, et 1l est évident que cela revient à substituer 
aux 2 —1 premières congruences (15) les suivantes : 


| 1 LE ë —= Po, 
\ P > = 
(18 ae < Pas (mod. p), 


OX, 


LR QE AX: TRS 


2) 


19) 
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où P, est un entier autre que zéro, et où P, n’est assu- 
jetti, généralement, qu’à la seule condition de renfermer 
le terme #-* ip-1...17! avec un coefficient différent 
de zéro. 

Si l’on représente par 


F,(X1) FE on (mod. P) 


le résultat de l’élimination de 1,, 12, +.., i»_, entre les 
congruences (17).et (18), F,(X;) ou F,(x?— x) sera 
l'expression générale des fonctions entières, irréducti- 
bles, suivant le module p, du degré p”, et du premier 
genre. 

On peut, sans diminuer la généralité du résultat, 
attribuer telles valeurs que l’on voudra aux coefficients 
des congruences (18), en excluant toutefois la valeur zéro 
pour le coefficient de #7" 147"... 197 dans P,. Effective- 
ment, d’après l'analyse du n° 383, 1,, 13, ..., in_, ne 
sont que des auxiliaires assujetties à la seule condition 
d’être des racines de congruences irréductibles du pre- 
mier genre et des degrés p, p?, ..., pl! respective- 
ment; iln’y a donc pas dans F,(X;) d’autres arbitraires 
que les coefficients de P,_,. 

La forme la plus générale que l’on puisse supposer 
à P,_, est la suivante : 


p — | Le .h—9 .p—1 
n—1 g(& dit Au, + hp 2 Le: “78 ) 
(1) (A): (1) ,;2 (1) p—? es 

4 CE SE re Ha 8 EN ru Les ) 


(2) - 2)» (2 -D—2 : — 
(a ee 0 Ets + as is Hs HA LT LE ci 


lee" 


/_ (n—9) (n—2) : (n—2) }2 

? ee de ee 
&, Moy us ++.) pra Étant des entiers arbitraires, 
oatinatlonses, al, des fonctions entières de 


dy dos +, L, du degré p—1, au plus, par rapport à 


; (n—9) :p—2 , :p—1 
RE Qi (tnt de no Fee ip Ho 
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chacune de ces quantités. Il y a donc dans P,_, un 
nombre de coefficients arbitraires égal à pt; mais il 
est facile de voir que ce nombre doit être diminué, pour 
notre objet, de n7—1 unités. En effet, les con- 
gruences (18) ne changent pas quand on y remplace 


PR LT Las there's FA 
respectivement par 
dus th + Qu is ++ Q ..., in thin +Q, 


hi, Re, ..., hn_1 étant des entiers arbitraires et Q,, 
Q2,..., Qn_e des fonctions convenablement choisies, 
de même nature que P;,, P,, ..., P,;_2: S1 l'on“dé- 
signe par P, ce que devient P, par le changement dont 
il s’agit, la fonction Q, sera déterminée par la con- 
gruence 

QÉOQ ER EE, (mod. p), 


dont le second membre ne renferme pas le terme 
tint... ; il s'ensuit, d’après l'analyse du n° 385 
que Q, sera exprimable en fonction des seules quantités 
Lis lon nele 

Il est donc permis d’exécuter le même changement 
dans le second membre P,_, de la congruence (17); la 
forme (19) de P;_, sera conservée, mais on pourra dis- 
poser des indéterminées h,, ho, ..., hy_1 pour faire 
disparaître 2 — 1 termes, par exemple, les parties con- 
stantes des coefficients de 1?7?, 12?, ..., 1? dans les 
divers facteurs entre parenthèses de la formule (19); 
ainsi donc il est permis de supposer que a»_2 est nul 
et que les coefficients a}, n'ont pas de terme constant. 
Alors notre expression de P,_, ne renferme plus que 
p"=!— n +1 coefficients; chacun de ceux-ci peut avoir 
les valeurs 0, 1,2, ..., (p—1), à l'exception du coeffi- 
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cient g, qui ne prend que les valeurs 1, 2, ..., (p —1). 
Il s'ensuit que le nombre des fonctions F,(X,) est 
(p — 1)prP"— A, ce qui s'accorde avec ce qu’on a vu plus 
haut. 

Je dois rappeler ici que j'ai donné l'expression des 
fonctions irréductibles de degré p. En changeant x en 
xP— x dans les fonctions du genre principal, on obtien- 
dra immédiatement, par le théorème du n° 382, les fonc- 
tions entières irréductibles du degré p? et du premier 
genre. 


381. 91 l’on veut se borner à la recherche d’une seule 
fonction entière irréductible du degré p”, le plus simple 
sera, en général, de réduire P,_, au seul terme qui doit 
y figurer nécessairement, ou à ce terme augmenté d’une 
constante. Ainsi l’on prendra, pour la congruence {17), 


re D—À ;p—1 p—1 
X=+E# "TE"... —g (mod. p), 
g étant une constante quelconque. 
Considérons, par exemple, le cas de 7 — 2. On po- 


sera 


: ; .D—1 L 
ur, Xi —1= à (mod. p); 
1 


I 


remplaçant donc 2, par - 
1 


dans la première congruence ; 
al vient 

X?+X{'—1=0 (mod.p). 
Ainsi 
XPH XP 1, cestà-dire (æP—x)P+ {ar — x) 1, 
est une fonction irréductible du degré p? et du premier 


genre. 
Considérons encore le cas de 2 — 3. Nous poserons 


x TRES . 1. D Dh Mar Let p—1 
li 1, l ——=t, a Mr lo —.] (mod. p}, 
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et nous ferons en outre 





li to — 79 
d’où 
m=g— (mod r) 
ph mod. p 
X1 +1 f 
On tire de ces formules 
I j I I 
NT ARR 
zP z zP z 
FEES = - —— — (mod. Ph 
d’où 
| De EN X +7: 
‘ D'AE 1 
FRE , Se mod. 


et l’élimination de :, donne 


X,(Xi+1)(XE + XP 1) —Xiz +2. 
RE 


ou, en désignant par z,, z: les valeurs de z qui annulent 
le numérateur, 


Ft Dm ue 2 Mn 
US ER PRE 0 (mod. p). 


MUpÈSE entre elles la précédente congruence et 
celles qu’on déduit de celle-ci par le changement de z 
ÉD'22 00% TRE (p —1)z; remplaçons ensuite zP7! par 


I RE 
D 1imienora 
X; AI 


AN RARE x) 











REX TT — Tr LEON IMONRSS 


. 


SO CT CP PTT, 
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Faisons, pour abréger l'écriture, 


P— XX, +1) (XP + XP — 7), 














nt or (u+2)(u+8)...28 ren pe 
= X" + SX, P+..,.+ enr X? Pat +... 

VIRE 
(= +2). PE p—3 

+ ne , P 2 » 

AUS pt À 
2 
on aura 


Z%—=P 294 PT=XP\ + PQ (mod. P), 
et notre congruence deviendra 
PA PE = (XSE TX Q T0 (mod-p). 
Le premier membre de cette congruence est une 


fonction entière irréductible du degré p* et du premier 
genre. 


388. Les formules (15) du n° 383 peuvent être regar- 
dées comme définissant un premier groupe de fonctions 
entières irréductibles du premier genre et des degrés 
respectifs p, p?, ..., p". Nous allons montrer de quelle 
manière les fonctions irréductibles du degré p” des di- 
vers genres se rattachent à ce groupe fondamental. 

Revenons donc à la formule (8) et considérons l’un 
quelconque des facteurs de son second membre. Posons 


(20) Zy = RE —1 (mod. P); 
l'indice u a l’une quelconque des valeurs 

DPCR pr! + J. p'\+ 2, Poe p— 1: 
nous le supposerons mis sous la forme 


D — Gap. has pH. ani pt, 
S.— Alg. sup., I. & 


(21 


k 
1) Éppi= 2 ii + a 
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%o, Xi, ..., 4n_1 élant des entiers positifs ou nuls et in- 
férieurs à p. 

Désignons par £, un entier arbitraire, et faisons gé- 
néralement 


4 (k) ;2 
#34 


(x) T1 
ur 1 ET 


+...+a 


aÿ, a}, ... étant des fonctions entières de £,, 19, ..., tk 
qui se réduisent à des entiers dans le cas de À = 0; la 
quantité £;,, se réduira elle-même à l’unité dans le cas 
de «x — 0. Quant aux racines 1,, to, ..., in, elles sont, 
je le répète, définies par les formules (15). 

Cela posé, je dis que les (p — 1)p" racines de la con- 
gruence 


(22) Z,—=0o (mod.p) 





sont données par la formule 


(23) CANAL TS (mod. P) 


dont le second membre est effectivement susceptible de 
(p—1)p* valeurs différentes. Deux de ces valeurs de x 
sont nécessairement distinctes, car leur différence est 
une fonction de degré inférieur à p par rapport aux quan- 


_tités À qui y figurent, et notamment par rapport à celle r,, 


de ces quantités qui à le plus grand indice. Si done la 
différence dont nous parlons était congrue à zéro, 1» se- 
rait racine d’une congruence de degré inférieur à p”?, ce 
qui n’a pas lieu. 

D’après cela, ilnous suffit de prouver que la valeur (23) 
de x satisfait à la congruence (22), et nous y parvenons 
sans difficulté au moyen du lemme du n° 384. 

Faisons, pour abréger, 


Be = Go + ip +... + ap 


Hi. (mod. p), 


OC 


SECTION ILI. — CHAPITRE LV. 211 


2 GR Te DD nn DC au PO) ee ns 


si l’on applique le lemme du n° 384 dans les 2 hypothèses 
suivantes : 
M—N—1, VY—Uy_1, Pp—0O, ere ee DRE CHERE RUE 
M—NI—2, V—OUp_9, P—U— Una) lat ji ) — A p16061 AIT E 


m—n— 53, V—On-3s P—U— Hn—3) (Se DES VUS Enr ENT Made 


DA OP ans » 3 LU JE 1 LL AT LD à.HNf. 9 pe) AU os 
Des 0: VE os PRET pos Et; FE) Ai60Ë 


on reconnailra que la formule (23) entraine successive- 
ment les suivantes : 


Hu te = A, Ëo Ët die En—19 


». ('EPRIES == À; Éo ë: “pret En—2) 


OR SOP CE L'EST SE EEE (mod. p), 
Xp, —= A; é0oË1 
X, = AÀ,é 


et, puisque X, se réduit ainsi à une constante, il est évi- 
dent que la congruence (22) est satisfaite. 

La formule (23) définit, avec les formules (15), les 
congruences irréductibles des divers genres de degré pr”. 
Celles-ci s’obtiennent effectivement en éliminant 44, 
Lo, ++.) in de la formule (23). Par les moufs indiqués 
au n° 3806, on peut, en vue de cette élimination, supposer 
nulle la partie constante du coefficient de l’avant-dernier 
terme des fonctions £. 


2 — PR RP 
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CHAPITRE V. 


SUR LA TOTALITÉ DES NOMBRES PREMIERS COMPRIS 
ENTRE DES LIMITES DONNÉES. 


Sur l'évaluation approchée du produit 1.2.3... x, 
quand x est un grand nombre. 


389. La théorie que j'ai surtout en vue dans ce Cha- 
pitre exige que l’on connaisse les premiers termes de la 
série par laquelle on exprime le logarithme du produit 
des x premiers nombres entiers. Cette série célèbre est 
celle de Surling, et elle a fait l’objet des recherches d’un 
grand nombre de géomètres, parmi lesquels je dois spé- 
cialement mentionner Cauchy, Binet, M. Malmsten et 
M. Liouville. Mais, parmi les démonstrations diverses 
qu’on possède de cette formule, je ne crois pas qu'il y en 
ait de plus simple que celle que j'ai présentée à lPAca- 
démie des Sciences, dans la séance du 2 avril 1860, et que 
j'ai reproduite dans une Note qui fait partie de la sixième 
édition du 7raité élémentaire de Calcul différentiel et 
integral de Lacroix. J'ai montré dans cette Note que la 
formule connue de Wallis su°2:t pour établir compléte- 
ment celle de Surling, et la déduction est si facile, que 
la deuxième formule peut en quelque sorte être regardée: 
comme une transformée de la première. Jene reproduirai 
pas 1ci tous les développements que j'ai donnés ailleurs 
sur ce sujet, et Je me bornerat à établir les seuls ré- 
sultats qui sont indispensables pour l’objet spécial que 
j'ai en vue. 
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Rappelons d'abord que la formule de Wallis, qui sera 
notre point de départ, se déduit de la formule 


mi À 2° 4 7° Hd 
coss = [1 — =) (- +) DR hs 


par laquelle on obtient la fonction cos z décomposée en 





un produit d’une infinité de facteurs linéaires fa j.1Gette 
dernière formule peut s’écrire Ainsi : 


NUIT 

sin see) 
T (: | 22 4z? \ 42? 
nn 1 <- nr 1 == Tr I— pe "9 LR ME 
2 T 1 97° - 297%" 


= Z 
2 


note T ; . 
ct en faisant z — -, 1l vient 
2 


paf) (5) Ci) lien 


À  2r—29x—2 2x 
5 








. — DULA== CD 
ve SAIT 27 1 (P ) 


ce qui est la formule de Wallis. 


390. Cette formule prend la forme très-simple 


[p(æ)] 
A pOUT:r +0) 
[y(2x)F 
ou, en extrayant la racine carrée, 
“rit 
(1) PCs, (pour x =), 
PL 2) | 
si l’on désigne par o(x), soit l’expression 
14909 r 
D 1 2 
Vins 





(*) Voir men Traité de Trigonométrie, 5° édition, p. 244. 
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soit le produit de cette même expression par une expo- 
nentielle de la forme a*, a étant une constante quel- 
conque. La formule (1) aura donc lieu st, désignant parc 
la base des logarithmes népériens, on pose 


(2) (rx) = 


rem ce 
Vare-tat+3 


1:23 





On tire de là la formule (2) 


(3) Hier) entries) 
? 4 ns 


ou 


to fat À) to (+2), 


p(x+i 


la caractéristique log exprimant ici des logarithmes né- 
périens. Or on a, x étant > 1, 











Of I Le NT EE OS) CR TE ZT Se SEE ne . 7e 
5 se x x 2.7? 3.r3 nx" , 
d’où 
I ] I 
(r+:) log (+i)=: 2e: > — +. D 
2 x lAre 12.7? 
n—1 ([—1)" 
2n(r+1) x" (LA TR 
donc on a 
ET NME I 3 





F. 


Fri) we oo 


ei) (ir 


\ 2n(r +1) x" 


(S) 





+. 


Dans cette série les termes sont alternativement positifs 
et négatifs; en outre, la valeur absolue du rapport du 
terme de rang 72 au précédent est 


n° I 





a) 
RL n—2 x 
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| J VLET EE AU 

ce rapport est égal à —- pour 2—2, mais 1l est inférieur 
4 5 

A I Li Lol \ 

à — pour toutes les valeurs de 7 supérieures à 2; donc, 


lors même que x seréduirait à 1, les valeurs absolues des 
termes de la série (5) décroissent à partir du deuxième 
terme. Il résulte évidemment de là que l’on a 


pt) 
te adore 

OU 

(6) : TE . 


Mais on peut assigner une limite de LA 


pret plus petite 
que la précédente, et, comme elle nous sera utile plus 
loin, il convient de l'indiquer ici. 
S1 l’on multiplie la formule (5) par x +1, il vient 


M nue va É 


p(z+1)  12x ao °° 


LE NT ES ne 


2(R—i)n(n+1) x"! tas? 





+ 


1 I 
dans cette série, le terme en — manque; les autres termes 
LT 


sont alternativement positifs et négatifs, et le rapport du 





(x—1)(2—2) 1, 
{e—1){r—2)+afr—4) x 
ce rapport est égal à 5 pour 7 — 4, mais il est inférieur 


à— pour n => 4. Donc les termes diminuent à partir du 


8 1m 


ru Lucie 


LA 


! Le 


M 
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LE A . ’ A L 
deuxième, lors même que -r serait égal à 1, et l’on a 


(æ +1) log ne Me 


ou 
parie 1 
px Hat) 12x(x+1) 


(7) log — 


391. La formule (6) montre que l’on a 


(8) ARLES 


9 
e+i) 


? . L] . ® y . « jf L2 

9 étant un nombre positif inférieur à — ; on aura aussi, 
12 

en changeant x en x +1, x 42; 2x1, "et en 

désignant par 04, 0, ..., 0,_, des nombres compris entre 


; I 
zéro et —;) 
12 





0 
PI EX ER 
p(æ+2) 
K | 
(9) Prane) —er"+2%, ,.. 
o(r +3) 
| LME 
? 27—1) 2x —1)3 
p(2x) 


Multiplions entre elles les égalités (8) et (9); comme la 
somme des x fractions 





0 () 0 02 

= + ee 

x? (æ +1) (x + 2)? (ar — 1} 
est moindre que —:— ><æx ou que ——; on aura 





due 


(10) p(x) 
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, : ’ I : 
9 étant un nombre compris entre zero et —;: etpar suite 
1 2 





(11) (a) = POUT 2 00) 

Si maintenant on divise la formule (1) par la formu'e(r1), 
il viendra 

(12) DL HN ETOURE — ON. 

c'est-à-dire, à cause de la formule (2), 


(1+ ex), 


A+ 


w|— 


(13) LE T — Vare tx 


Er désignant une quantité positive qui s’annule pour 
X =. et dont nous allons faire connaître une limite 
supérieure. 


392. Posons, comme nous l’avons déjà fait dans Ia 
) J 
Section IT de cet Ouvrage, 


(14) ARS PEER EC RS PO 0 


un peut obtenir facilement, par ce qui précède, une 
expression complète du produit F(x +1), ou, ce qui re- 
vient au même, une expression du logarithme népérien 
log l(x +1). On a d’abord, par la formule (2), 


V4 


(15) logT(x+1)—= -log27r— x + (e+ = re LPAUE) 


Dim 


ct l’on a ensuite identiquement 


Log pr) = log AE 


p(æ —+- m) 
o(r + mn +- 1) 


+ log 


+ log 





+ logo(r+m+t); 


mais si l’entier m croît indéfiniment, p(x+m+r) 
tend vers l'unité, d’après la formule (12), et son loga- 
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rithme tend vers zéro; on a donc 


m—=a 


6 rer 
(6) loge(x DA Cr 


ou, d’après la formule (4), 


= 


(17) logo(x = | (+ æ + m + 2 )lo (+) 


_— 





et l’on aura en conséquence 


I I 
logr(x+1) — sloB2r—x + (=+ :) log x 


—+- ÿ | (an :) log (+) . 
2 LT+m 
m=0 


Cette formule (18), qui a été regcontrée par Guder- 
mann, se déduit bien facilement, comme on le voit, de 


la simple formule de Wallis. 


393. On peut tirer la formule de Stirling de la for- 
mule (18), mais je n’entreprendrai point 101 cette trans- 
formation et je me bornerai à déterminer les limites de 
logl'(x +1) qui nous sont nécessaires. 

Comme la quantitélogo(x) est positive, la formule (15) 
nous donne d’abord 


(19) logr(x +1) > = log 27 —x + (= LE 


Ensuite nous aurons, par la formule (16), à cause de 
l'inégalité (7), 


Nm—A 


I 
PHONE 


m = 
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I | 
or la fraction ;—-., — -, se décompose en 
{æ+m)(x+m+i1) 





I I 


ZX + Im L+Mm+I 


donc on peut écrire 


d, t " I 
ralogg(z) < (= A0 CPE AP RE TETE 


I I 
+ PRÉ rene + 
TL +2 r=E3 


La série contenue dans le second membre de cette for- 














1 , 
mule a pour somme -; et l’on a en conséquence 
TX 


puis 


Lt 





I I 
20) logT{æ+1 —log2r—x+ {| x+ — |logr + . 
(20) logr(z+1)< Log (a+ )ioer+ 
Les formules ( 1 9) et (20) nous donnent les deux limites 
que nous voulions trouver. En revenant des logarithmes 
aux nombres, on obüent 


| LR ER RTE 
(21) | 


Extension des formules précédentes au cas où x n’est 
pas un nombre entier positif. 


394. Ondésignehabituellementparlesymbole F{x+1) 
une certaine fonction de x qui a une valeur déterminée 
pour toutes les valeurs réelles et imaginaires de x, qui 
ne devient infinie que pour les valeurs de x égales à un 
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nombreentiernégatifet qui seréduit au produit 1.2.3...x 
quand x est un entier positif; elle coïncide, dans ce der- 
nier cas, avec la fonction dont nous venons de nous 
occuper. 

On arrive très-facilement à la notion des fonctions gé- 
nérales [quand on cherche à interpoler la fonction nu- 
mérique 1.2.3...x, c'est-à-dire quand on cherche à 
représenter le produit 1.2.3...x par une fonction de x 
qui conserve une signification bien définie lorsque x 
cesse de représenter un nombre entier positif. 

En effet, soient x et » deux nombres entiers positifs. 
Les x fractions 

nt m m 


9 9 CRONLAN. | a d 
M + I m + 2. Mm+x 





tendront vers l'unité si, x restant constant, on fait 
croître »2 indéfiniment; il en sera donc de même du 


produit de ces x fractions, et l’on aura 
mm 
({m+i(m+2)...{(m+x) (1+e,)=—=1, 


€» désignant une quantité qui s’annule pour m—= . On 
peut écrire aussi 





(1:2.3...m)m® 
L'. 


— 1+e»)—1 
M A m ) 
ou, en multipliant les deux membres par 1.2.3.., x, 


; “ss (162 9 AAA TE ASE 
DO TOP ESS FIRE RE TEE mt }*° 


Faisant tendre l’entier "= vers l'infini, on aura 


(TD PRATUIREE 
(æ+1) (x+2)...(r+m) 





be be PR TEE (pour ). 


Le second membre de cette formule devient infini 


Là 
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quand x est un entier négatif, mais par toutes les autres 
valeur réelles ou imaginaires de x il a une valeur finie 
et déterminée, comme on le démontre très-aisément. Si 
donc on pose 


12 (PES Peur 
(2) ne. xæ+2)...(x+ nm) 





(pourm = ;, 


on aura, dans le cas de x entier positif, 


Désir) == 18228 Mir 


QE CM ; 
Cherchons la valeur de F'{-\. Si l’on fait x — — - 
À 2 


dans la formule (2), il vient 


1 


r ; 21% (23 m}2a2" in 22 î 
OUR 1100-07 (pour »m —co |), 





et en posant, comme au n° 390, 


CE NES NE 22) 
p(m) — ' 


14 
1+— 
2 





= 1) 
Varme "tm 
on peut écrire 


Die olt ut (ee NT REA 
r(:) EN dar T (pour m—0c ), 





Enfin, comme (mm) et (2m) se réduisent à l’unité, 


pour n2—%, On a 
I a 
D (:) HE ne 
2 


395. D’après ce qui précède, on peut écrire 


(DS En nee 
(æ + 1) (ce + sl ..(r+m) (trtem), 





(1) T(c+1)—= 


En étant une quantité qui s’annule Dour m—&w. On tire 
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de cette formule 





logr (ai) = | x log À — log 2]. 
I I 








m T + m 
— log 
— 1] 


m 


_ | + log(r +e»), 


+ | 108 


ou, en écrivant m-—+ 2 au lieu de m et faisant tendre 2 
vers l'infini, 


m= 


(2) logr(z+1)= Ÿ' [ris ( qe log(i+ ==) 


4 
m=—=0 





Cette formule (2) est équivalente à la formule (1) et 
elle exprime, comme celle-ci, la définition générale des 
fonctions l. 

Ilest facile maintenant d'établir la généralité de la for- 


mule (18) du n° 392. En effet, cette formule (18) et la 


formule qui précède s'accordent à donner, par une double 


différentiation, 
m = co 
Plogr(z+i) I | 
dx? de (x + m +1)? 


m=0 


les premiers membres de ces deux formules ayant ainsi 
la même dérivée du deuxième ordre, ils ne peuvent dif- 
férer que par une fonction linéaire de x; mais, comme ils 
sont égaux pour toutes les valeurs de x entières et posi- 
üves, on en conclut qu'ils sont égaux, quel que soit x. 


396. Nous ne pouvons nous dispenser de rappeler ici 
que, si x est une quantité positive, la fonction l(x) n’est 
autre chose que celle qui areçu de Legendre la dénomi- 
nation d’intégrale eulérienne de seconde espèce. Effec- 
tivement, en écrivant x— 1 au lieu de x, la formule (1) 
du numéro précédent devient 


(T2 SO MAIMIE 


paie æ(x+i1)...(x+m—1) 


(pour » = © } 
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Intégrons par parties la différentielle æ771(1—a)"da, 1l 
viendra 


DE fée ns m 
fear œ (1 a) + fera) dx 
TL L 


et comme x est positive, si l’on prend les intégrales entre 
les limites zéro et r, on aura 


I m J 
[ aX1{1— x)" da ET Pme 1 at (1 — CAPE de. 
e" 0 + 0 


On conclut de là, quel que soit l’entier n, 


1 ms te I | 
Î met (1 — 2 de — tee or AITE- ur dus 
n 0 





æ(æ+1)..(x+2—1) 


pour 7 — m, l'intégrale du second membre se réduit à 


I 
1 
Re — — =: donc on a 
0 L + m 
I 
AD TE UE 0 
Fr — a)" da — ———) 
À r(r+1)...(xæ+ m) 
er. x da ; 
et, en écrivant —, — au lieu de & et da, 
Im mm 
ÿ m 
| T+m mo \ 7e SN PEN LA ae. 
| À a (1-5) da = ) : 
L 04 À m r(r+1)...(x+m—i) 
On a, d’après cela 


: x m u\nm 
re=(i+ 2) f a*—1 5) da (pour EC T 
O0 


; 








on peut écrire aussi 


2. PANÈTE 3M / æ\”"? 

à F (#) — ( ii — ) || x*—1l I — | da 

m : m 

s. mn a\ " 

È + [ ef = de | (pour m—cs ), 
| M m 


Pr. 
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\.m 


RE C2 ; 
La quantité [1 -- — a pour locarithme 
m. Ee 


a? a 
PET ER ER Ne 
ST ON ONE 
et, « étant regardée comme constante, elle atteint son 
maximum pour m — © ; ce maximum est e*. On a donc 


mn “ nt m 
[ 35 (ss =) da J ae 
M \ m M 


et l’on pourra poser 


am a\"” m 
l ax*—1 (: — 2) du (1 — 0) [ at ere 
M 4e /M 


4 étant une quantilé comprise entre zéro et «, L’expres- 
sion de (x) devient alors 


ve ; - nM m 
r(x)— | +2) l 'éhingte (= =) da 
\ nn? Vo nm 


LL 
+(1—6) il HTC da (pourm— \; 
| M 


regardant maintenant M comme une constante, faisons 
Da NL 
SAR A ERA 
tendre mn vers l'infini, on aura à la limite (— =) — et, 


AL 
et par suite 


O0 
Linie J ae du — 0 [ Con en: |: 
0 “M 


mais il est évident que la quantité Gesticirigoureusement 
nulle, car la formule précédente a lieu, quel que soit M, 
et la dernière partie disparaît pour M— . On a donc 


(pe) 
DES J x le tue 
0 


pour toutes les valeurs positives de x. 
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Détermination de deux limites entre lesquelles reste 
comprise la somme des logarithmes népériens de tous 
les entiers qui ne surpassent pas un nombre donne. 


397. Soit a un nombre entier positif; faisons x = a +1 
dans la formule (19) du n° 393 et retranchons ensuite 
log(a+1) de chaque membre; faisons en même temps 
x=— a dans la formule (20) du même numéro, on aura 


log 1.2.3...a>> log Var +(a+i)log(a+1)—(a+1)— = log(a+1), 





(1) 
ns I I 
| log 1.2.3...a<Clogÿ2r + a loga—a += loga + es 


Cela posé, désignons par x une quantité positive 
quelconque au moins égale à 1, et soit a le plus grand 
entier contenu dans x, On a, par hypothèse, 


a£x<a+ir et ax, 


et l’on en déduit 
0 a+?) costa +1) 02 (e— 1) (loge) 


I I I I 
a+ — log a — —— (+ 13 los x — cer 
( 2) (loge 1) + na #42) (logs Pas 


Al 


ou 


[ 


(a+) log(a+1)— (a+) — = log (e +1) 


I 
> ælogx— x — -logx, 
D, 
(2) 


I I 
aloga — a + — loga + — 
2 


PA 


E I 1 
<a logz — 2 + loge + =: 


Des inégalités (1) et (2) on conclut, en appelant T (x) le 


F 


S. — Ale sup., NW. 2 
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logarithme du produit de tous les nombres entiers qui 
ne surpassent pas x, 


T(x)>log 27 + xlogx — x — = log, 


(3) 7 
T(x) <logV27 + +logx — x + > log r+ ss. 


Ces inégalités (3) sont celles que nous voulions obtenir. 


Sur: latotalite des nombres premiers compris entre deux 
limites donnees. 


398. Le problème qui consiste à déterminer combien 
il y a de nombres premiers compris entre deux nombres 
donnés n’a pas encore été résolu et semble présenter les 
plus grandes difficultés. M. Tchébichef est le premier qui 
se soit occupé avec succès de cette question; dans un 
Mémoire présenté en 1850 à l’Académie impériale des 
Sciences de Saint-Pétersbourg, cet habile géomètre a 
donné le moyen d’assigner deux limites entre lesquelles 
est nécessairement compris le nombre qui exprime 
combien il y a de nombres premiers entre deux nom- 
bres donnés. M. Tchébichef a déduit de son analyse la 
démonstration d’un postulatum sur lequel M. Bertrand 
avait fondé la démonstration d’un théorème important 
dont il sera question dans la Section suivante. Ce postu- 
latum consiste en ce que : 


Ily a toujours au moins un nombre premier compris 
7 


entre a et2a— 2 si a est supérieur F, CEE 
2 


Bien que je sois parvenu à démontrer le théorème dont 
il s’agit sans recourir à aucun postulatum, ainsi qu'on le 
verra dans la Section IV, je ne crois pas inutile de pré- 
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senter 101 l'analyse ingénieuse de M. Tchébichef, analyse 
qui repose sur des considérations entièrement neuves. 
Nous désignerons par T(z), comme au numéro précé- 
dent, lasomme des logarithmesnépériens de tous les nom- 
bres entiers qui ne surpassent pas z ; nous désignerons en 
outre par 0(z) la somme des logarithmes népériens de 
tous les nombres premiers qui ne surpassent pas z. Les 
fonctions T(z) et@(z) se réduisent à zéro lorsque z est 
inférieur à 2. Quand z sera une quantité composée, 
æ\ ? : 
comme (:) par exemple, nous écrirons, pour abréger, 
> 


SEY. 
2 


(2) au lieu de 6 (: . 
2 2 


Propriété fondamentale de la fonction 0(z). 


399. La propriété fondamentale sur laquelle reposent 
les recherches de M. Tchébichef consiste dans l'égalité 


suivante : 


{ 1 


1 1 1 
T(£) = 0(x) + 0(x)? + 0(r) + 0(x)t +... 


où les séries doivent être prolongées jusqu'aux termes 

qui deviennent zéro. | 
Pour démontrer cette égalité, remarquons que chaque 

membre est égal à une somme de termes tels que 4 logo, 
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k désignant un entier et un nombre premier. Supposons 
que, dans la suite des nombres 1,2,3,4, ..., qui ne sur- 
passent pas x, il y en ait À, qui soient divisibles par « ; 
nommonsaussi À, le nombre de ceux qui sont divisibles 
par æ?, et généralement À; le nombre de ceux qui sont 
divisibles par a’; il est clair que le coefficient de logæ 
dans T{x) sera A;+A:+ A3+.... Considérons main- 
tenant les termes qui composent une ligne verticale du 
second membre de notre égalité, par exemple, 
1 1 1 


xŸ, (2) (5) (2), Re 


\ 


on trouvera, dans cette suite, autant de termes contenant 
log « avec le coefficient 1 qu'il y a de quantités qui ne 
sont pas inférieures à « dans la suite 


1 1 


ci æ\i (fé m\i 
Ho (AG) AGE 


Or le nombre de ces quantités est évidemment le même 


SES 


que le nombre des quantités 
al 0 4, LAS GS te 
qui ne surpassent pas «x; ce vs est précisément 
celui que nous avons désigné par À;. Donc le coefficient 
de log « dans le deuxième membre de notre égalité est 
A+ A:<+A3+..., ce qui démontre l'exactitude de 
celte égalité. 
Nous ferons, pour abréger, 
#4 4 S 
5 UE / M 
Hi) 4le)=0(e) + 6(2) + 0(2) + 0(2) +, 
ctalors l'égalité que nous venons d'établir pourra s’écrire 


ainsi : 


(a) T(x)= #(r )+4(£)+4(5) Fe (2)+... 
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Démonstration de deux inegalités auxquelles salisfait 


la fonction 4 (z). 


400. Les deux inégalités que nous proposons d’éta- 
blir sont les suivantes : 


peraiaen() (2) (5-1) 
pa-s{gpere-er(s) (8) (5) (5 


L'équation (2) du n° 399 donne 








NES MT RAR US Pt A SL) REG TES 
(3) (=) (33) (7) ep 
Le second membre de cette équation est de la forme 


DA 


T L 
AiŸ (x) + A: Ÿ (1) + A; Ÿ (3) en +a (à) etes 4 


 A,, À, A3, ... étant des coefficients entiers. Or je dis 


qu’on a en général : 

1, siz n'est divisible par aucun des facteurs 2, 3, 5; 
n=0, Siz est divisible par un seul des facteurs 2, 3, 5; 
— — 1, six estdivisible par deux au moinsdesfacteurs2, 3,5; 
= — 1, si z est divisible par chacun des facteurs 2, 3, 5. 





He ie 
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En effet, dans le premier cas, où 7 n’est divisible par 
eLr: # 
aucun des nombres 2, 3, 5, on ne trouve le terme S 


que dans la première ligne horizontale du second membre 

de l’équation (1). Dans le deuxième cas, où 7 est divi- 

sible par un seul des nombres 2, 3, 5, on trouvera le 

$e ; L : 

terme Ÿ{-) avecle signe — dansune quelconque des trois 
à 7è 

dernières lignes horizontales du second membre de l’é- 

quation (1), et comme ce terme existe dans la première 

ligne avecle signe +, on trouvera zéro, après la réduc- 

tion, pour coefficient de (=). Dans le troisième cas, 

ñn 

où zest divisible par deux des nombres 2, 3, 5, le terme 

2 


TX . . +. 
(=) se trouve avec le signe + dans la première ligne 


horizontale du second membre de l'équation (1), et avec 
le signe— dans deux des trois dernières lignes; donc il 


à | : Tr 
ne restera après la réduction que — (2) * Enfin, dans 
72 
le quatrième cas, où 2 est divisible par chacun des nom- 
À x 
bres 2, 3, 5, le terme (=) se trouve avec le signe +- 
7 


dans les deux premières lignes du second membre de l’é- 
quation (1), et avec le signe — dans les trois dernières 


. . T 4 La 

lignes; 1l restera donc encore —% (2 après la réduc- 
7 

tion. Donc, pour 

n—œ3om+i1, 2, 3, 4, OU dir 7» ô, 9: 10, 


1152.12, 13, 214,015, 16,01 DOS 


21,22, 23, 94, 25, 26, 279,00 
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et, par conséquent, l'équation (1) se réduit à 
T Lin 1 4 £ DA 
+r(g)-T()-1G)-1() 
"OT ONONOE 


où touslestermes du second membre ont pour coefficient 
+1 et — r alternativement. Or la fonction ÿ(z) ne peul 
croître quand z décroît; donc la série 


(45-45 


qui forme le second membre de l’équation précédente, 
est comprise entre 


on a donc 
(2) 


ce qu'il fallait démontrer. 


Détermination de deux limites entre lesquelles sont 
comprises les fonctions Y(z) et 0(z). 


AO1. On a vu, au n° 397, que la fonction T (x) satis- 


fait aux deux inégalités 


| T(x) log 27 + xlogx — x + =: logx + + 
(1) « 
[T(æ)> log ar + x logz — x — = log z. 
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On déduit de là 


T(x GE ee 


LE 14 
AR _— = æ log — x log 30° ° : 


1 + T(S DPAUTE 





I 
x + logr — —log30, 
20 2 


+ 30 ælog.r — xlog30°° re x — logr + T og 30 
et 
F2 3 
(2 ) + r(:) su) L) < 3108 En ee 
31 : _ + 31 . 3 « I & 
+ 3 + logz — xlog2 DA rase - LES ; log 50, 
r(2) +r(;) +7( S)> 8108 Var 
31 Torres 31 728 I 
das APS HENOPE FD — 3 “5 Dre 


Retranchant la quatrième de ces inégalités de la pre- 
mière, et la troisième de la deuxième, 1l vieni 


rere()=r()-1(6) 16) 








293$F5 
<ex los à + - log r — = Jog18007 + ee 
30° “ 8 5 
so 1(5)-1() 16-10) 
2 J 
TATRT 
Cle — Ÿ loge + log 0 — Le 
30°° 
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Nous ferons, pour abréger, 


2137 5 
30°° 


alors les inégalités précédentes deviendront 
Æ Er Z PT 
T(z)+T (5) en (2) OT (3) ST Fe 
<< AX + “ log. = log 1800 
ser > IngiBoor + 
L Ai Ur Ya 
r+r(g)-1()-1() -1() 


De À loge + Ling À — ë 


À — log 





= 0,92129202...; 


, 


et l’on voit que l’on a, à plus forte raison 
q » à P , 


ae) 1) nv 


frere) (pe 


Les formules (1) n’ont lieu que dans l'hypothèse de 
m1: d'ailleurs, QE Pas les inégalités (2), on a 


. T 
remplacé x par —; donc les formules (2) ne 
2 


3’ F° ne 
sont établies que dans l’hypothèse de x > 30. Mais il 
est facile de vérifier que les formules (3) ont lieu pour 
toutes les valeurs de x comprises entre 1 et 30, et, par 
suite, qu'elles ne présentent aucune exception. 

Des imégalités (3), combinées avec les inégalités (2) du 


n° 400, on déduit 


à | ÿ(r)> Ar — Ÿ log — 1, 
COPA ENS 
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La première de ces formules donne immédiatement une 
limite inférieure de ÿ(x); la seconde peut servir, comme 
on va le voir, à obtenir une limite supérieure. Pour cela, 
posons 
f(æ)= > Ar + DB + À logx 
5 4 log6 4 é 


on aura 


1 (à) = 5 Az + Tr log?x — : logæ, 


et, par suite, 

f(x) —1() Lo = log; 
on a donc 

tr) (5) <a 7) 
ou bien 

le) (+) <4(à) ne 


vA T 


en changeant successivement x en = GG G’''’Gra il 


vient 
pete) <4 (6) 7 (6) <4(6) -1G)< 


T 4 
Ho) "(ox ): 


Supposons maintenant que 72 soit le plus grand entier 1 


(5) 


2. Me ZX 
vérifie la condition 6*Z x; Gt tombera entre 1 et F 


et, par suite, Ÿ (a) sera zéro; je dis en outre que 


LE (sa) sera moindre que 1. En effet, la valeur de 


4 dinde 
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— f(z) peut s'écrire ainsi : 


De 0 n°0 5 


I NAT 0 
— f(3) TS BTE (1og: Tes 5 log) ME Az: 








d'où l’on conclut 





et, à plus forte raison, 


LS] <LT, 


puisque, 6 étant moindre que e*, log6 est inférieur à 3. 
D'après cela, la formule (5) donne 


ÿ(x) — f(x) << 1; 
et, par suite, | 
G 1 5 
FE PO Re: 
(6) ÿ(x) Sn MAN ETE US A AS 
Les deux limites que nous venons de trouver pour la 


fonction (x) vont nous permettre de trouver également 
deux limites de la fonction 8(x). 


Pour cela remarquons que la formule 


Y(z)—0(z) +0(z)}  +0!z) +... 
donne 


| 


Ulæ)— Y(yÿx) —0(r) LO(a) +6(x)° HOT). 


ÿ(x) — 2ÿ(Vx) —0(x) = Fate oæŸ | Ex Loæÿ — 0(xÿ | me 


Or la fonction 4(z) est positive ou nulle, et d’ailleurs 
elle ne peut croître quand z décroît; donc on a 


p(æ)— ÿ(Vx), 


(7) RUE 
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Mais on vient de trouver 
5 
ÿ(x <Ear+ +he EAST PANNES 
5 
nd (x > Ar — F log x — 1, 
et l’on entire 


ne : ; 5 
Ax° + ——— log? x + = logzx +1, 


16l0g6 °? 8 


1 ee 


| p (Ve) < 
(9) B 
| Y(Vx) > An — 2 loge —1: 


donc on a, par les inégalités (7), 


6 L 5 
| (x) =, & AC AM Loeb 
(ro) : " 


12 5 15 
ste) > ar La DB og O 17 ONCE 


5 
log?x + — = logx + m4 


Ainsi la somme des logarithmes de tous les nombres 
premiers qui ne surpassent pas x est comprise entre les 
limites 


ea 


2 Ar — A + Tizô G 108” tx + À log + 2, 


12 + 5 15 
ARTE AXE grec ee — 7 loge — 8. 


Détermination de deux limites du nombre qui indique 
combien il y a de nombres premiers compris entre 
deux nombres donnes. 


402. Soit m le nombre qui indique combien il y a de 
nombres premiers plus grands qu’un nombre donné / et 
qui ne surpassent pas un autre nombre donné L. La 
somme des logarithmes népériens de ces #7 nombres pre- 





he EM ONE Ne are, a: VOS This Er. 2 LULU ne. Mr 4 + Lo D 4 he Eagaet se: 0e CT AN As NP Fi vi EL 'pfte | dt | NC re den 
ï 1 Ve RE L x Le] KA le, Er FN AU NS ï € à sé # Hi \' AE 4 de PAS de D'AOMEEET 
‘ LT AE ELLE PER: CR Me LT “ 5 Ce = sr St le . = re 
2 L Mi F- . 
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miers sera évidemment comprise entre mlogletmlogl,; 
on aura donc 

De” O(L)—0(1) > m log, 
4 O(L) — 919 <mlogL, 


et, par conséquent, 


GAME AUE 


G(L) — 0,4) 
Les TE log L e 


E log £ 





m> 


mais, d'après les inégalités (10) du n° 401, on a 


4 Far su) LA L—i)— afn- Ré) 
| 5 Era OPA 
nes LAS L + log pus Re og L + 3 log) + 
1272 
8(L) — 0(2 j>a(L- 1) - (RL À) 
Ro als (31 
2e Flozé (log? L + 2 log?{) — rs 0gL + 2log/) — 5; 


donc 


s) 


“4 4. 1 5 F 
+ PR (re tn) © . (210g* L+ log°/)+ = (log L + 3 logl)+ 5 
x LEA 5 8 log6 4 ; 

m 2 ———————— 








_ ils “ogz . 
(0) 6 La PE 

k CT rt sY it LA 
1 A(L— 31) (= L ë)- gs do L+2log*/) à GlogL+ 2 1oç2) n 
E m> DEL ee 
k Ces formules donnent ainsi deux limites entre lesquelles 


tombe la quantité »: qui désigne combien il y a de nom- 

bres premiers plus grands que let qui ne surpassent 
. . pas L. La deuxième de ces formules montre qu'on trou- 
vera plus de k nombres premiers entre les limites / et L, 
si la condition suivante est satisfaite, savoir : 


14 Len NT A 

É: a(i— D “ (= —É)- Rs (og L + 2 logé RE ao Lu 2 ldp 0e 
) h € M bar, /" 8] Gage Cor L + a 1084) — GC log + logo) — à 

\ ï 


log L 
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et, comme l'est >o et TL, on vérifie cette inégalité en 
faisant 


6 ; 12e 15 : 25 
Fait log L | ä 








d’où l’on tire 


nt 


5 + 25 k 50 25 
== L— RES DRASS — — | — # D Li — — 0 
l EL 2L GAME CIDRE GC = EL GX 


Ainsi, en prenant pour / cette valeur, on est sûr de trou- 
ver plus de # nombres premiers entre / et L. Il est bien 
entendu que / et L sont supposés plus grands que 1. 
En faisant £ — o, on conclut de ce qui précède qu'il y 
a au moins un nombre premier entre / et L, si l’on prend 
5 +  25log?L 125108 L'ONPS 


(8) Pr ne PU _ 16Al0g6  24A CA 








A pplication des résultats qui précèdent. 


403. Des résultats que nous venons d'obtenir il est 
aisé de déduire la démonstration de la proposition dont 
nous avons parlé au n° 398. Effectivement, nous venons 
de voir qu'il y a au moins un nombre premier entre les 
limites 


5 + 2 
LL — ———% — — 2 — — et L; 


donc il sera établi qu'il y a au moins un nombre premier 
entre les limites a et 2a— 2, si l’on prouve qu ’on peut, 
par une valeur convenable 4 L, satisfaire aux deux iné- 


galités 
DATE Me [5 


À. } 
= L — ARE PASS PET er 7 — — ce 
HE 6 s DRE _. GA 
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Or on vérifie évidemment la première de ces inégalités 


en prenant 
L—2a— 3. 


Quant à la seconde, elle devient, pour L = 2a—3, 


5 ——  25log’{2a—3) 
HUE (2a — 3) — 2V2a—3 — 7 164106 
125 log(2a — 3) 25 


Era 


24 À GA 


ce qui est exact pour toutes les valeurs de a qui sur- 
passent la plus grande racine de l’équation 


MR) —x  25log (2:r —5) 
Li F (2x — 3) — 2V2x — 3 —— 7 16Alog6 
125 log(2xz—3) 25, 
24 À GA? 


or on trouve que cette plus grande racine est comprise 
entre 199 et 160; donc, sia est >> 160, il y a nécessaire- 
ment un nombre premier compris entre & et 24a— 2. À 
l'égard des valeurs de a inférieures à 160, la proposition 
peut se vérifier immédiatement au moyen des Tables de 
nombres premiers. 
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LES SUBSTITUTIONS. 
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SECTION IV. 


LES SUBSTITUTIONS, 





CHAPITRE PREMIER. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SUBSTITUTIONS. 


me 


Des permutations formées avec des lettres données, et 
des substitutions par tesquelles on passe d'une per- 
mutation à une autre. 


404. Les permutations de n lettres 
GONE TE FT 


? 


sont les résultats que l’on obtient en écrivant ces lettres 
à la suite les unes des autres de toutes les manières pos- 
sibles, et l’on démontre dans les éléments d’Algèbre 
que le nombre total N de ces permutations est 


1 Pets MN ST A 
Représentons par de simples lettres 
À: À, À», CAC A 
les N permutations dont il s’aeit. L'opération par la- 
P D P 
quelle on passe d'une permutation à une autre est dite 
une substitution (n° 235). Nous représenterons une sub- 


stitution en écrivant entre parenthèses la permutation de 
laquelle on part, et, au-dessus de celle-ci, la permutation 
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nouvelle qui doit la remplacer. Ainsi le symbole 


(à 


désignera la substitution qui a pour effet de remplacer 
les lettres de la permutation A, par celles qui occupent 
respectivement les mêmes rangs dans la permutation A, ; 
les permutations À, et À, seront dites les termes de la 
substitution, À, sera le denominateur et À, le numéra- 
teur. Il est évident que l’on peut choisir pour dénomi- 
nateur d’une substitution donnée l’une quelconque des 
N permutations. 

D’après cela, si l’on adopte A, pour dénominateur, on 
obtiendra toutes les substitutions en prenant successi- 
vement pour numérateurs les N permutations; ces sub- 
stitutions seront donc 


l'A (5 A2 AN: 
Es ; v ; fe : , À 


Le symbole Ée 


(5) 
stitution identique, il indique la conservation de l’ordre 


représente ce qu’on appelle une sub- 
q PP 


des lettres; 1l y a avantage à le comprendre parmi les 
substitutions, et le nombre de celles-ci sera dès lors 
égal à N. 

Nous représenterons souvent par de simples lettres, 
T,...1es diverses substitutions que nous aurons à con- 
sidérer. | 

Lorsqu'une lettre occupe la même place dans le nu- 
mérateur et dans le dénominateur d’une substitution, 
on peut la supprimer sans inconvénient. Ainsi la sub- 


dbca... 
fr sn } ) 


stitution 
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peut s’écrire plus simplement 


cie (e : ; 
7325 Fe 


On dit qu’une substitution est réduite à sa plus simple 
expression quand on a supprimé dans ses deux termes 
toutes les lettres qui ÿ occupaient les mêmes places. 


Des prod uits de substitutions. 


405. On nomme produit d’une permutation donnée 
par une substitution la permutation nouvelle que lPon 
obtient en appliquant la substitution à la permutation 
donnée. Ce produit se représente en écrivant la substi- 
tution à gauche de la permutation donnée. Considérons, 
par exemple, la substitution 


ms A; . 
DE s) 4 


si on l’applique à la permutation A,, on produira la per- 
mutation À,, et nous écrirons en conséquence 


À 
SA — (ei A —"À;, 


On nomme produit de deux substitutions données la 
substitution nouvelle qui produit le même effet que les 
substitutions données appliquées l’une après l’autre à une 
permutation quelconque. Ce produit se représente en 
écrivant la substitution qui doit être effectuée la première 
à droite de l’autre substitution. Ainsi le produit de la 


; ; 4 Â ; : A 
substitution S — 65 par la substitution T — (ge) 
0 0 


À; Ai. 
TS ou É ue 


s’écrira 
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pareillement le produit de la substitution T par la sub- 
stitution S s’écrira 


A, À: 
7 om (#) (#). 


\ 


Si les deux produits ST et TS sont égaux, les substi- 
tutions S et T sont dites échangeables entre elles. Il est 
évident que deux substitutions qui, réduites à leur plus 
simple expression, n’ont aucune lettre commune, sont 
échangeables entre elles. 

Le produit d’un nombre quelconque de substitutions 
S, T,UÜ, V,...estle résultat que l’on obtient en mulu- 
pliant la première substitution par la deuxième, puis le 
produit obtenu par la troisième substitution, et ainsi de 
suite ; 1l sera représenté par ... VUTS. 

S1 les substitutions qu'il s’agit de mulüplier entre 
elles sont toutes égales à S, et que leur nombre soit égal 
à v, le produit est dit la puissance viè"e de S; celle-ci se 
représente par S’. 

Lorsqu'une substitution identique, telle que Ci) 

LV 
figure dans un produit, elle peut être supprimée, et en 
conséquence 1l est naturel de la regarder comme égale à 
l'unité; ainsi nous écrirons 


À 
ET 
6s) 
En outre, si l’on convient de regarder comme égal à 
l'unité le symbole S$, quand » se réduit à zéro, quelle 
que soit la substitution S, il en résultera que la puis- 


sance zéro d’une substitution quelconque désignera une 
substitution identique. 
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Ordre d'une substitution. 


406. Soit S une substitution quelconque, la série des 
puissances de S, en partant de S° ou 1, sera 


Ù 19 à D 
otre bte en Pet le 6 SR AAC CES CHR 


et, comme le nombre total des substitutions est limité, 
si l’on prolonge suflisamment la précédente suite, on 
verra nécessairement se reproduire des substitutions 
déjà obtenues. Supposons que l’on ait 


Set = SF ; 


comme le premier membre de cette égalité est égal à 
S’.5#, on peut écrire 
D er 0e 


d’où il suit que la substitution S', appliquée à une per- 
mutation quelconque, ne produira aucun déplacement 
des lettres; en d’autres termes, cette substitution est 


identique et l’on a 
ra ie NÉ 


On conclut de cette égalité, quel que soit l’entier 4, 





(LS VRROURS EE, 
et, en multipliant par la puissance rie des, 
Ga+r gr. 


Il résulte de là que la série des puissances de S est pé- 
riodique, et que la période se compose des substitutions 


TÉSDSIER EF FS ES: 


51 l'on suppose que y soit le plus petit nombre tel que 


(Re « 
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S'— 1, les termes de la suite précédente seront effecti- 
vement distincts; car l'égalité S#+"= S" entraînerait 
S"—1,ce quin a pas lieu, puisque Ÿ est inférieur à v. 
On nomme ordre d'une substitution S le plus petit des 
exposants y tels que l’on ait S’= 1. En d’autres termes, 
l’ordre d’une substitution est le nombre de fois qu'il faut 
appliquer successivement la substitution à une permu- 
tation pour reproduire cette permutation. On voit que 
les seules puissances de S qui se réduisent à l’unité sont 
SOLS RON ee 
Nous conviendrons d'étendre l'égalité S'7t7== S7 aux 
valcurs négatives de 7; changeons donc r en — 7, on 


aura 
S'4—" — SEE 


et cette formule définit ce que nous appelons puissances 
négatives d'une substitution S, le-nombre q étant choisi 
de manière que vy—r soit positif. Si, en particulier, on 
pose r = 1, on pourra prendre g =1, et l’on aura 


SAS S TA 


Les substitutions S et ST! ont pour produit l'unité; 
elles sont dites inverses l’une de l’autre. Si l’on a 


A 
Se 
(a) 
G—1 — À, | 
A; 


Si une substitution S est d’ordre v, la puissance p'°"® 


on aura évidemment 


de S sera de l’ordre = 0 désignant le plus grand commun 


diviseur des nombres pet v. En effet, pour que l’on ait 
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(S*)}t== 1 où SH 1, il faut que ux soit divisible par », 
y AA 4 ses" ; 

ou æ par >; d’ailleurs, cette égalité a lieu en prenant 

V 

0 


On voit en particulier que si est premier à y, S*sera 
de l’ordre v. Dans ce cas, si l’on pose 


k y , 
X — Donc le quotient : représente l’ordre de S#. 


SET, 


la substitution S fera partie de la suite des puissances 
de T. En effet, si l’on élève à la puissance x l'égalité 
précédente, on aura 


DS AT UE QUES LES 


y désignant un entier quelconque. Mais v et x étant pre- 
miers entre eux, On peut faire en sorte que les entiers x 
et y satisfassent à l'équation px — y —1, et l’on aura 
alors 

SET, 


Des substitutions circulaires. 


407. Soit 
Arte aboli M 


l’une des permutations des 7 lettres a, b,c,...k, l: si 
l'on efface la lettre & qui occupe la première place, et 
qu’on l’écrive à droite de la dernière lettre /, on formera 
la nouvelle permutation 


A; =: bc. : .Ala, 


et la substitution par laquelle on passe de la permutation 
A à la permutation À, sera 


M) DO NUAIe 
AN UC x FAT 


/ 
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Pour effectuer cette substitution, 1l suffit évidemment 
de diviser la circonférence d’un cercle en n parties égales, 
d'écrire aux points de division successifs les lettres de la 
permutation À, et de remplacer chaque lettre par celle 
qui vient prendre sa place quand on fait tourner le cercle 
autour de son centre, dans un sens convenable, d’un 
angle égal à la ni" partie de quatre angles droits. C’est 
pour cette raison que la substitution dont nous nous oc- 
cupons est dite circulaire. 

Il est évident que l’ordre d’une substitution circulaire 
est égal au nombre n des lettres qu'elle déplace. En 
effet, chaque fois que le cercle dont il vient d’être ques- 
tion tourne d’une quantité angulaire égale à la ni°"° par- 
tie de quatre angles droits, la substitution s’effectue une 
fois. Or, pour ramener les choses à ce qu'elles étaient 
à l’origine, il faut que le cercle tourne, toujours dans le 
même sens, de 7 fois la ni*"° partie de quatre angles 
droits, et à ce moment la substitution a été effectuée x fois; 
donc l’ordre de la substitution est égal à ». 

On représente habituellement une substitution cireu- 
laire en écrivant entre parenthèses l’une quelconque des 
permutations dont les lettres rangées en cercle sont telle- 
ment disposées que chacune d’elles remplace la précé- 


dente par l'effet de la substitution. Ainsi l’on a 


bo Set? 
Ée u)=te b,c, 410) = 6, che 
Crtes 


Décomposition d'une substitution quelconque en cycles. 


408. Tnéonëme I. — Zoute substitution, si elle n'est 
pas circulaire, est le produit de plusieurs substitutions 
circulaires effectuces sur des lettres différentes. 


En effet, soit S une substitution quelconque; exécu- 
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tons cette substitution. Soit a l’une des lettres qu’elle dé- 
place et qu’elle remplace par une autre lettre b; à elle- 
même se trouvera remplacée par une troisième lettre c, 
et, en continuant de cette manière, on tombera nécessai- 
rement sur une lettre f qui se trouvera remplacée par a. 
Or il est évident que les lettres que l’on a ainsi rencon- 
trées ont subi la substitution circulaire (a, b,c,...,f). 
En prenant une des lettres restantes, et opérant de la 
même manière, on formera un nouveau groupe de lettres 
qui auront subi une substitution circulaire, et l’on pourra 
continuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les 
lettres que déplace la substitution S. 

S1 l’on désigne par Go, Gi, CG, . . . les diverses substi- 
tutions circulaires que nous venons d'obtenir, on aura 


D (Nulle 


formule qui exprime la valeur de S décomposée en fac- 
teurs circulaires. Ces facteurs sont dits les cycles de la 
substitution S. Les cycles qui ne contiennent que deux 
lettres prennent le nom de transpositions (n° 235). 
Considérons, par exemple, la substitution 


Se hkdfbjageci\ 
AT: abcdefghijk)? 


en opérant comme nous l’avons indiqué, on trouvera 
Da onto tr ehlerd, in 


Lorsqu'une substitution Sne déplace pas quelques-unes 
des lettres du système que l’on considère, ces lettres ne 
figurent pas dans la valeur de S réduite à sa plus simple 
expression, n1 dans les facteurs circulaires dont S est le 
produit. Si cependant on veut mettre ces lettres en évi- 
dence, on le pourra en introduisant dans S des cycles 
formés chacun avec une seule des lettres dont il s’agit, 


L 2 “ , 
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et qui représentent évidemment des substitutions iden- 
tiques; ainsi, dans le cas d'un système de six lettres 
a, b,c, d,e, f, la substitution 


es, (és 


abcdef 


pourra s’écrire 
Se, d\fb,.c a) 


Â09. Tnéorëme Il. — L'ordre d'une substitution quel- 
conque est égal au plus petit multiple commun des nom- 
bres qui expriment les ordres des cycles de la substi- 
tution. 

Soit 

S BE, C GC, C; .… 
la substitution S décomposée en cycles. Si y désigne 
l’ordre de S, on aura 
SM: 


ou 
y y AL 
COORERSL ET, 


car il est évidemment permis d'intervertir l’ordre des 
facteurs circulaires de S“. Pour que la précédente égalité 
subsiste, 1l faut et il suffit que l’on ait 


Ch LICE SEM CHE SE 


or, si & désigne l’ordre du cycle GC, les seules puis- 
sances de Co qui se réduiront à 1 ont pour exposants 
do, 2403 3 Lo, -. : donc y est un multiple de #9. On voit de 
même que l'égalité S' = 1 exige que » soit divisible par 
les ordres &,, @2, ... des cycles C;,, CG, Gs, "et 
comme cette condition est d'ailleurs suffisante, l’ordre 
de S est précisément égal au plus petit multiple commun 
des nombres &6, 44, Ga, 


CL 
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410. Une substitution est dite régulière, lorsqu'elle 
est circulaire ou composée de facteurs circulaires d’un 
même ordre. Toute substitution qui n’est pas dans ce 
cas est dite irrégulière. 


Tuéonëme IL. — La puissance pie d'une substitution 
circulaire S d'ordre » est elle-méme circulaire si u est 
premier à y. Mais, si les nombres p. et v ont un plus grand 
commun diviseur 8 superieur à 1, S° sera une substitu- 


. , . ’ , v 
tion régulière composée de 0 cycles d'ordre Fe 


En effet, disposons, comme nous l’avons déjà fait plus 
haut, les v lettres de la substitution circulaire S aux 
points de division d’une circonférence partagée en y par- 
ties égales. La substitution S* aura pour effet de rem- 
placer chaque lettre par celle qui en est éloignée d’une 
quantité égale à pe fois la v®® partie de la circonférence. 
Si donc, partant de l’un quelconque des points de divi- 
sion et marchant dans le même sens jusqu’à ce qu’on soit 
revenu au point de départ, on considère les points de 
division de x en u, les lettres placées à ces différents 
points devront subir par l'effet de S* une substitution cir- 
culaire. Or le nombre x de ces lettres doit être tel, que le 


produit de u . par x soit le plus petit multiple possible 


de 27, ou, en d’autres termes, tel que ux soit le plus petit 
des nombres divisibles par v; si donc 0 désigne le plus 


vis V 
grand commun diviseur des nombresget y, on aura x — : 


Il résulte évidemment de là que la substitution S est le 
prod uit de 4 substitutions circulaires renfermant chacune 


v . : F 
glettres. Si u et y sont premiers entre eux, on à Ê —1 


et la substitution Se est circulaire. 
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Exemrze. — Considérons la substitution circulaire du 


sixième ordre 
Sd b, C, d, PRG 


les puissances de cette substitution seront 


Labo dE 

(a, ce lb 7e 
ste d)(8, e)(c, f), 

(a 


Ï 


ae; €) 10 7e 
a} JP 6e; ASCROË 


See je 


AT. Taéoreme IV, — Aeéciproquement, toute substi- 
tution régulière est une puissance d'une substitution cür- 
culaire. 


En effet, soit la substitution régulière 


De b;, OO g1)(@s ba, RCA Sa)... (de, Ds, , ve 3 ge); 


VERS . . 
composée de 8 cycles d'ordre 2 il est évident que, si l’on 
fait 


Cfa, ds, 0, 01,023 NID CREER 


on aura 
SEC 


Décomposition d'une substitution donnee en facteurs 
primitifs. 


A2. Les propriétés qu'il nous reste à établir dans ce 
Chapitre sont dues pour la plupart à Cauchy, qui les a 
fait connaître dans le tome III de ses Æxercices d' Ana- 
lyse et de Physique mathématique. 

Soit S l’une quelconque des substitutions que l’on 
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peut former avec z lettres. Décomposons l’ordre » de S 
en facteurs premiers, de manière que l’on ait 
P q 


Var 0, 


«, 6,7, ... représentant des puissances de nombres pre- 
miers inégaux. Désignons par y le quotient de v par «, 
c'est-à-dire le produit 6y..., et par p un entier quel- 
conque positif ou négatif. Les nombres « et y’ étant pre- 
miers entre eux, On pourra trouver deux entiers positifs 
ou négatifs x et ' tels, que l’on ait 

! 
l 


2 
p— vx + au! OU == —- + 7 
[ed % 





se 


pareillement, si l’on désigne par v/le quotient de y’ par 6, 
on pourra trouver deux entiers y et w” tels, que 
! e L/4 


SON Sp, À 
= v"y + 6p” ou A) HÉRNET 


> 


= 


on aura par suite 


[/4 
LL one ANT 
PE 0 
y 7 6 V7 
et 1l est évident que, si le nombre west égal à 1, on 
ourra faire v/— 0. En continuant ainsi, on mettra la 
P ) 


. LL . 
fraction É sous la forme 


V 
TL 3 
Li LEE CAT ASE M 
V C. Le) D 


Æ, Y,Z, -.. élani Ges entiers. L'égalité précédente a lieu, 
quel que soit pr; et en faisant u —1, on aura 


y Ÿ Ÿ 
PNA E-te ee 
(#4 9) + 


5 1 à 


D'après cela, la substitution donnée S pourra s’écrire 


v y V y \ 
en ee Men aa 2 + = — 3 


S—Ss 5 Se SCT STE 
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et si l’on fait, pour abréger, 


on aura 
S Ne DEA EE ..… 


La substitution S étant d'ordre v, on voit que P est de 
l'ordre æ, Q de l’ordre 6, R de l’ordre y, et ainsi de suite, 
D'ailleurs x, y, z, ... sont premiers respectivement à 
a, 6, y,...; donc P*, Qr, R£,...sont respectivement 
DÉS OTUrE 20 net 

La formule précédente donne ainsi la valeur de S dé- 
composée en facteurs qui ont respectivement pour ordres 
les puissances de nombres premiers dont l’ordre de S est 
le produit, et il est évident qu’on peut écrire ces fac- 
teurs dans un ordre quelconque, puisqu'ils sont tous des 
puissances de la substitution S. 

Une substitution est dite primitive, lorsqu'elle a pour 
ordre un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Si une substitution primitive est de l’ordre 
a = p', p étant un nombre premier, l’ordre de l’un quel- 
conque de ses cycles qui est un diviseur de p” ne peut 
être que l’un des nombres 1, p, p?,..., p!. On voit 
par ce qui précède que toute substitution est décompo- 
sable en un produit de substitutions primitives échan- 
geables entre elles. 


Exeveze. — Considérons la substitution circulaire de 


six lettres 
SdB) C TienLE 
l'ordre de S est ici égal à 2 X 3. Ona 
ve ns NS Ps je à 4e 


en sorte que S3 et S' sont les substitutions primitives 
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dont S es! Île produit. On a 
Sad) Poe) tr 
CR EAN NA de AAC 


Des substitutions semblables. 


A3. Deux substitutions sont dites semblables entre 
elles quand elles offrent le même nombre de facteurs 
circulaires et le même nombre de lettres dans les cycles 
correspondants. 

Il résulte de là que deux substitutions circulaires de 
même ordre sont semblables; pareillement, deux substi- 
tutions régulières de même ordre sont semblables lors- 
qu’elles offrent le même nombre de facteurs circulaires. 


Tuéonèue. — S:S et S' désignent deux substitutions 
semblables, il existe une substitution P telle, que 


SIDE PS Tous IE.PSPET: 


et réciproquement, s'il existe une substitution P telle, 
que la précédente égalité ait lieu, les substitutions S 
et S' sont semblables. 


Soit 


De { 5 | ; 
\ À 

A et B désignant deux des permutations des n lettres a, 
BC, k, l. Supposons que a’, b’,c',...,K,l'repré- 
sentent ces mêmes lettres écrites dans un autre ordre 
quelconque, et soient A’ et B'ce que deviennent À et B 
quand on y accentue les lettres. Il est clair que toute sub- 
stitution S’ semblable à S pourra être représentée par 


S" = E 
= |, 


Si, en outre, on désigne par P la substitution dont 
S. — Alg.sup., IL. 17 
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l'effet est l’accentuation des lettres, on aura évidemment 


= (t)-6) + (0) 


Il résulte de là que 


esp = (5) (4) (a) 


De A y 4 : : ; 
la substitution É doit être effectuée la première; elle 


remplace les lettres de A’par celles de A, puis la deuxième 
substitution remplace À par B et la troisième B par B; 


on a donc 
! 


B 
PSP 
(x 


| OU VS PSE 
et, en multipliant à droite, de part et d'autre, par P, 
SIPETRS: 


Réciproquement, si la précédente égalité a lieu, la sub- 
stitution S’est semblable à S. En effet, la substitution S' 


> , , B . . - 
étant toujours représentée par (à) et la substitution P 


A" B' 
par li ) ou FE ) on a, par hypothèse, 
SO EE 


“= {n) (a) G)= 


d'où il suit que S’est semblable à S. 


ou 


Corozzaire [. — La substitution PSP, semblable 
à S, s'obtient en exécutant la substitution P dans les 


cycles deS. 


En effet, il est évident que cette opération équivaut à 
l'accentuation des lettres, dont nous avons fait usage 
dans la démonstration qui précède. 
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CorozLairE Il. — Les produits ST et TS, que l’on 
obtient en multipliant entre elles deux substitutions quel- 
conques S et T, sont des substitutions semblables. 

En effet, soient 

SPAIN = 0: 
si l’on multiplie à droite par T-! la première de ces 
égalités, il vient 
Rene J nf Le 
et, en substituant dans la deuxième égalité, 1l vient 
Q— TPT-1, | 
d’où il suit que les substitutions P et Q sont semblables, 


ExempLce. — Supposons que, le nombre deslettres étant 
six, on fasse 


Nr bac dite’) AT fab; chEd ef): 


on aura les deux substitutions semblables du cinquième 
ordre 


ic bd lle} MS acie,; dibitf). 


Du nombre des substitutions semblables à une 
substitution donnée. 


414. Le nombre des lettres que l’on considère étant 
représenté par 7, soit S une substitution contenant 77, 
cycles de l’ordre 7,, rm, cycles de l’ordre 7:, ..., enfin 
m, cycles de l’ordre n,; on aura 


Poe naitel De T llo 


chacun des nombres 71,, n2, ..., ny pouvant se réduire 
à l’unité. 

Nous commencerons par chercher le nombre des formes 
distinctes que l’on peut attribuer à la substitution S, 
décomposée en cycles, sans déplacer les parenthèses qui 


#0 FR ES ARR TE LEE 
| DAT 
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renferment chaque cycle et sans altérer, en conséquence, 
le nombre des lettres contenues dans un facteur circulaire 
de rang déterminé. Il est clair que les seuls changements 
que l’on pourra faire ainsi sans altérer S consisteront à 
échanger entre eux les facteurs circulaires d’un même 
ordre, ou à faire passer successivement à la première place, 
dans chaque facteur circulaire, une quelconque des let- 
tres contenues dans ce facteur. On voit, d’après cela, 
que le nombre M des formes diverses que l’on peut at- 
tribuer à S est 


M—={1:2..:m:) (1620 /m3)002. (0 2 me 


Soit maintenant 9 le nombre des substitutions dis- 
tinctes S, S’, S/,... semblables à S. Si l’on écrit succes- 
sivement chacune de ces substitutions sous les M formes 
distinctes qu’on peut lui attribuer sans déplacer les pa- 
renthèses, puis qu’on supprime ces parenthèses, on for- 
mera MX permutations. Mais il est évident que, par ce 
procédé, aucune permutation des x lettres n’a été omuse, 
et l’on a, en conséquence, 


MCE r.2,92 DE 
d’où 


MT 


Des substitutions échangeables entre elles. 


415. Deux substitutions qui se réduisent à des puis- 
sances d’une même substitution sont échangeables entre 
elles; la même chose a lieu évidemment pour deux sub- 
stitutions qui n’ont aucune lettre commune. Mais il im- 
porte de connaître la condition générale à laquelle doivent 
satisfaire deux substitutions échangeables ; c’est ce dont 
nous allons nous occuper. 
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Soient S et T deux substitutions que nous supposons 
échangeables entre elles; on aura 


DES A OUT S = TSI. 


Nous avons vu que la substitution TST-! se déduit de 
la substitution S en exécutant dans les cycles de celle-ci 


la substitution T; done, pour que les substitutions S et T 


soient échangeables entre elles, il faut et il suffit que la 
substitution S reste la même quand on exécute sur les 
lettres de ses cycles la substitution T.En conséquence, la 
substitution T ne peut produire sur S que des échanges 
entre des cycles d'un même ordre, et, dans un même 
cycle, le simple déplacement qui permet d'amener une 
lettre quelconque à la première place, sans altérer l’ordre 
circulaire des lettres du cycle. Chacun de ces échanges 
dont nous venons de parler, entre des cycles d’un même 
ordre, équivaut, s’il n’est pas circulaire, à plusieurs 
échanges circulaires effectués simultanément sur des 
cycles différents. Soient (GC), (CG), ..., (CG,_,) des 
cycles de même ordre qui doivent être ainsi échangés 
circulairement. La substitution T peut avoir, en outre, 
pour effet, comme nous venons de le dire, le déplace- 
ment qui permel d'amener une lettre quelconque à la 
première place dans chacun de ces cycles; mais l'arran- 
sement C; par lequel se forme le cycle (CG) ayant été 
choisi à volonté, on peut toujours prendre, pour former 
le cycle (C, ), l'arrangement C, que la substitution T doit 
mettre à la place de CG; pareïllement, pour former les 


cycles suivants (C2), ..., (C,_,), on peut choisir les 
arrangements C», ..., C,_, qui se substituent respec- 
tivement à C4, CG, ..., C,_,. Quant au dernier arran- 


gement C,_,, il ne sera pas en général remplacé par Co, 
mais par un autre arrangement C" tel, que les cycles (Co) 
t (C”) soient identiques. 
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Il résulte de là que, si l’on pose 
4 70; CCE | 
Dr) à CR ET CS cc i 


et que l’on désigne par P’et Q", P'et Q"”, ... des substi- 
tutions analogues à P et Q, mais relatives à des lettres 
différentes, on aura nécessairement 





S — PpP'P” OO Fe 00602 CT 
Pet Q, P'et Q', Pet Q”, ... étant des couples de sub- 


stitutions échangeables entre elles, dont le nombre peut 
se réduire à l’unité. 


416. Nous sommes ainsi ramenés à étudier les deux 
substitutions P et Q; la première est une substitution 
régulière, et on va voir que la deuxième l’est aussi. 

Soit 1 l’ordre des cycles de P; pour plus de clarté, 
nous représenterons les lettres qui figurent dans un 
même cycle par un même caractère affecté des indices 
0,1,2,..., (1—1); posons donc 


Co = pi Ge 43: 4j, 
C, = 090,0203...0; à, 
Cniteite te lee? 


Cu 0 UVLTLE . JEU 


et convenons, en outre, que l’un des caractères a, b, .…, 
e, f affecté de l'indice ig + « désignera la même lettre 
que si l'indice était réduit au reste & de la division de iqg+& 
par £. D’après cette convention, nous pouvons poser 


(4 
C, EE, d do+1 dote ss Alo+i—1 


lorsque le nombre p est zéro, on a C, = CG et alors, si l’on 


pose 
(Gr) = (&, be, CE, vs CE Je) 
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on aura évidemment 


Q—(Go)(G1)(G2).. (Gin). 


Mais supposons que p ne soit pas nul. Comme dans le 
cas que nous venons d'examiner, la substitution Q rem- 
placera chacune des u— 1 premières lettres de l’arran- 
gement 

ax bs ci. . er fr 


par celle qui la suit; quant à la dernière lettre f,, elle 
sera remplacée par a;,,, et chacune des u — 1 premières 
lettres de l’arrangement 


Aro Drsge  erre fete 


sera remplacée par la suivante, tandis que la lettre f:., 
le sera par &;,,,, et ainsi de suite. Le cercle se fermera 
nécessairement, mais cela ne pourra arriver que quand 
on aura rencontré la lettre f:,:-,,, dont l'indice est tel 
que Àp soit divisible par &. On voit, d’après cela, que l’on 
obtiendra un cycle de Q en écrivant à la suite les uns 
des autres les À arrangements 


+1 )ee : : JE+0—1)e 


Désignons ce cycle par G:; 1l reste à trouver le nombre 
des cycles Gx. 

Or lest, par définition, le plus petit nombre entier 
tel que lo soit divisible par 1; p est donc le plus petit 
commun multiple de p et de à, et par suite, si l’on ap- 
pelle 8 le plus grand commun diviseur de p et de i, on 
aura 
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Î 
chacun des cycles G; contenant lettres a, leur nombre 


total est égal à 8, et l’on aura évidemment 
0= (Go) (G1) (G). ‘ GET 


De ce qui précède on peut conclure une règle très- 
simple pour obtenir les expressions des deux substi- 
tutions échangeables P et Q. Le nombre p étant pris 
arbitrairement et @ désignant toujours le plus grand 
commun diviseur de p et de à, formons le tableau 


ŒE, iygs 0 5 AE+0 4 
be, Dis, OO) be4o 1, 


CEy CEpgs 0.5 CE+0—19 


FL Fit CCE feu 


composé de y lignes horizontales et de 8 colonnes ver- 
ticales; désignons par | 


D 
de, Ve, ..., (SR JE 


les arrangements formés par les lignes horizontales et 


par 
MCE NUE PU PME 


les arrangements formés par les lignes verticales, on aura 
les expressions suivantes des cycles de P et de Q : 


Co = bo oo 29. pi1)0; 
CG = Vo bo V0. . : Vu1)0 
sn EEE OS MEL RL CR RUE 
Co — Co Co Csoe + - Cia 
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Extrait de l’Avant-Propos 


E PLAN d'ensemble du présent ouvrage a été pour une bonne part 

L déterminé par les nécessités de notre enseignenient. Il est essentiel 
de mettre nos élèves le plus rapidement possible en mesure de faire des 
applications dans le domaine des pièces prismatiques, domaine qui se 
confond presque avec celui de la résistance des matériaux proprement 
dite. Aussi avons-nous renoncé à justifier, dès le début, les principes 
de cette science pratique par une exposition préalable de la théorie de- 
-l’élasticité. On peut sans inconvénient ajourner ces justifications, dont 
<. les plus satisfaisantes, celles qui découlent” par exemple du problème 
SE de Saint-Venant, ne peuvent, du reste, être que partielles et particulières, 
fe tout comme les justifications que l’on peut tirer d’une confrontation 
“ directe de la théorie avec des résultats d'expérience. Malgré les critiques 
dont elle est quelquefois l’objet, la résistance des matériaux peut se 
Er suffire à elle-même, à condition, bien entendu, que l’on n'ait pas à son 
. égard d’exigences illégitimes, ni d'ambitions plus grandes que pour toute 
autre science appliquée. Il s’agit d’une approximation. Cette approximation, 

e quel que soit son degré de complication, sera valable dans un certain 
se domaine, si elle traduit bien un certain nombre de faits particuliers 





: À toute commande, ajouter, pour le port et l'emballage, 5 °/, pour 
Est la France et les Colonies et 10 °/; pour l'Etranger, en sus du prix 
. des ouvrages. | 







+ 


observables compris dabs ce domaine. Il serait illogique de lui demander 
davantage. En dehors des frontières du domaine, il faut s'attendre 
à la nécessité de corrections de nature diverse. Dès lors, il nest pas 
indispensable, ni même bien utile, de recourir à des principes abstraits 
et éloignés pour poser les assises de la science appliquée. L'essentiel, 
c'est : d’une part, de la faire cadrer avec les faits, et, d'autre part, 
de la rendre aussi simple que possible, dût-on même pour cela réstreindre 
-Son domaine d'application, puisque c’est seulement sur des solutions 


simples que le calcul peut ensuite s'exercer utilement pour en déduire 
des conséquences. 
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et 
ÉRES OTOR CNMETEE TER 
ie —_— a Mg_9+pe - JT -2+(1—1)er 
Go —= Jo JT _1+0 « . M_1+ (11 )ee 


Le nombre total ; des lettres de chaque cycle G est 
= Àn: 


Si p=i, ona}—1etj=u; ce cas de p—i équivaut 
à celui de p — o que nous avons examiné à part; 1l est, 
comme on le voit, compris dans le cas général. 

S1 p est un diviseur de 1, on a 0 — p. 

Si p et i sont premiers entre eux, on a0—1, À—1. 

La substitution Q est formée des 8 cycles (G) con- 
tenant chacun Àu lettres; elle est par conséquent de 


LE : 1 f 
l’ordre 1 ou Ée On peut former sa puissance w°"° qui 


sera de l’ordre À. On déduit des SR REUNE des 


cycles (G:) 
HE — (Go, &, La AL be D A Re dt EL NE CPR A ET 
(G)* — (a, CPS ERELE &i1)0#1) 


X (8:, Dir. on boues fs Jet Qu, Ja-1e#1) 


2.08. 0 + « + gharwlee Ur 0, 9, alle ee, 0) 0120 ni 6 ss 9 9 pe y ee 


(Ge_1 }— TPE PR TETE A(—1)e+0—1) 


X (5-1, UT ENT QOLE) LATE SE RE Te Eat COUDE (1 )e-40-1 )e 


Les cycles contenant les lettres a qui figurent dans le 


produit 
PB (Go) (Gi)... (Go }P 


constituent évidemment une substitution régulière qui 
est la puissance » du cycle (GC, ). En étendant les mêmes 
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conclusions aux cycles formés des lettres bc, 5200 
obtient la formule 

(Go) (Gi). +. (Go 8 = (Co 9 (Ca )P. - . (Gus }e 


ou 
Per — Q*. 


417. Comme application prenons 
Co — 44; 43434, as, 
C, ps bo b, b, D; b, bs, 


Cs = dy d d, dy d, dy. 


On a ici 

LEO RREEU 
Prenons p — 4, et par suite 

DES SES: 
on aura 


os = dx dr, JT: = dE UE CE de, 
Go — (&o, bo Co; dos Ai Os Ces dy Gas Bas Cas da), 
G; Æ (a, es Ci» d,, ds, bd}, Css ds, da) 04 C3; d3). 
Les deux substitutions P et Q ont pour expressions 


PC CCC: 
Q = Go Gs 
et 1l est aisé de vérifier que l’on a 
Pi — Q— (a, &, a) (ay, as, 43) (Po; Ds, 82)(B1, Ds 63) 
X C6» Cas Ca).(C1s Css C3) (do, dis de) (dis di, ds]. 
On a d’ailleurs 
PO=OPEE (@o, Di, Cas ds, d3, 03, €, ls, &, O5, Cos da) 


>Æ (a,, D C39 d,, 3, b,, Cy d,, dy, bo, Ci; da), 


Remarquons d’ailleurs que la substitution P étant 
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du sixième ordre, de l'égalité évidente 
P°— Q, 


on déduit 
Le Qe 


Une remarque semblable s'applique au cas général. 


On a 
Pe= Qr, 


et par conséquent, x étant un entier quelconque, 
PS0 
Déterminons cet entier x par la congruence 
æp=0 (mod. i), 


toujours possible puisque 4 est le plus grand commun 
diviseur de p et dei. On aura, la substitution P étant 
d'ordre £, 
Ppxe — P!, 
et par suite 
pt — Q°*. 
De cette équation on déduit encore, en se rappelant 


que Q est de l’ordre _ 


n étant entier. 
D'ailleurs, l’entier x étant défini par la congruence, 


æo—=0 (mod.i) 


i 
A: (mod. à) 


ou 


T 


SD 


. c 
sera premier avec g° 


? « , 
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| | ; 
Les deux nombres x, ; étant premiers entre eux, on 
pourra toujours déterminer un entier » de telle manière 
4 k $ 
que x+nx soit premier avec 8. Nous pourrons donc 
toujours supposer que dans l’équation 
p° — Q7# 


0 et x sont premiers entre eux. 


AS. L'analyse précédente, qui nous donne la compo- 
sition de deux substitutions échangeables S et T, doit 
nous présenter les deux cas dont nous avons fait mention 
au n° 415, savoir le cas où les substitutions S et T ne 
déplacent pas les mêmes lettres, et celui où S et T sont 
des puissances d’une même substitution. Le premier de 
ces deux cas se présente quand l’une des deux substi- 
tutions Pet Q; P' et Q7, Pret On SSerEnRESS 
l'unité. Or, pour qu'il en soit ainsi à l'égard de P et Q, 
il faut et 1l suffit évidemment que l’un des nombres 1 et} 
soit égal à l’unité. Quant au deuxième cas, 1l est facile 
d'établir cette proposition : 

Pour que les substitutions P et Q soient des puissances 
d'une méme substitution, il faut et il suffit que les 
nombres 1 et 0 n'aient aucun diviseur commun autre 


que l'unité. 


Supposons que l’on ait 
(1) PRE MIO ER 


la substitution R sera circulaire, car les lettres &, 
Genis see) 1 doivent figurer dans un même cycle 
de R, puisqu'elles constituent un cycle de R* ou P; 
pareïllement les lettres &, b;, ..., f, figurent dans un 
même cycle de R° ou Q; donc elles appartiennent, 


A 
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dans la substitution R, au même cycle que les lettres 
précédentes. Ce cycle renferme donc toutes les ui let- 
tres; en conséquence, la substitution R est circulaire et 
d'ordre ui. D'ailleurs R° est de l’ordre ti, R° de l’ordre 
L 

Le; ; par suite « et 5 sont respectivement divisibles par u 
et par 8 (n° 406). Si donc y et 9 ont un diviseur com- 
mun À supérieur à 1, « et 5 admettront ce diviseur, et 
si l’on pose 

MASON = 00 
puis 

R'— R, 

on aura 

P—R*«, Q—R", 


ce qui est impossible, puisque la substitution KR’ n’est 
pas circulaire. Les équations (1) exigent donc que u et 0 
soient premiers entre eux. 

Supposons cette condition remplie. Nous avons vu 
que, dans l'égalité | s 
PI — Q*, 
on peut supposer x premier à 0; ÿ sera donc premier 
à xp et l’on pourra trouver deux nombres entiers u, t, 
tels que 

u0+irp —=1; 
et si l’on pose 
R — PQ", 


on aura . 
Ph OR! 


Exemrze. — Considérons les deux substitutions 


\ 
| es (ao, dy, dos A3, dy, as) (b, bi, O2, Os, Li, ds) (cos Ciy Cas Cas Cu Cs)s 


O0 (&, Dos Cos us us Cus as Vos C2) (as, bi,c, as, 0, cs, as, bs, ca}: 


CR SET 0; p— 4; 07, 
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Le nombre x défini par la congruence 
TD=— () (mod. i) 
a pour valeur x —=—1; on a donc 
Pé— Q, P?—Q ;?, 
et en posant 
nr 0 (@os Disc, Dos Cs, 4, DisCo,43) b,,c1, ds ba Co As bi,C3)» 


on trouve 
OR PES RE 
AÂ9. Supposons maintenant que l’on demande Je 
nombre des substitutions échangeables avec une substi- 
tution donnée S. Soit T une telle substitution, on aura 
SR of bat 
et nous avons vu que la substitution TST-* s'obtient, 
quel que soit T, en exécutant la substitution T dans 
les cycles de S; donc il y a autant de substitutions T 
satisfaisant à l'équation précédente qu'il y a de manières 
différentes d'exprimer S sans déplacer les parenthèses 
qui entourent les cycles, c’est-à-dire sans altérer le 
nombre des lettres contenues dans chaque cycle. Ce 
nombre est précisément celui qui a été représenté par M 
au n° #14, et qui a pour valeur 


M—{1.2...m)(r.2...m)...(1.2...m,) nn". nes 
1 2 1 2 ) 


w 


m; désigne le nombre des cycles d'ordre 7; dans la substi- 
tution S, et z étant le nombre total des lettres, on a 


RA=mMans FE Male +... Mytié 
4920. Nous terminerons l’étude des substitutions échan- 


geables entre elles, en démontrant deux propositions 
importantes qui nous seront utiles dans la suite. 


TaéonÈme [. — Si T, U. V,..., W sont des substi- 
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tutions échangeables avec une substitution donnée $, 
le produit TU, ..., obtenu en multipliant entre elles 
plusieurs des substitutions T, U, ..., sera également une 
substitution échangeable avec S. 


En effet, on a, par hypothèse, 
T—ST$S—, U—SUS-*, 
et, en multipliant, 
TU = STS-1 SUS-1; 


les deux facteurs consécutifs S et S71 peuvent être 
remplacés par leur produit 1 dans le second membre; 
on a donc 


TU—STUS-1 ou TU —S *X TU x S-1, 


ce qui montre que la substitution TU est échangeable 
avec S. On en conclut immédiatement que toutes les 
substitutions de la forme TÜV... sont pareillement 
échangeables avec S. 


491. Tuéorkme Il. — Si mm désigne un nombre pre- 
mier avec l'ordre d'une substitution donnée S, il existe 
des substitutions qui satisfont à L ’égalité 


(x) Sm—TST-1, 


et leur nombre est précisément égal au nombre des 
substilutions qui sont échangeables avec S. 


Remarquons d’abord que l'égalité S = TST-! ne 
peut avoir lieu que si m est premier avec l’ordre de S, 
car les substitutions TST-1 et S sont semblables et, 
en conséquence, du même ordre; d’ailleurs S et S” ne 
peuvent être du même ordre que si m est premier avec 
l’ordre de S. 

Cela posé, soient (C) l’un quelconque des cycles de S 
CO (0) la puissance mr°7° de: ce cycle; il test 
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évident que l'égalité (1) sera satisfaite s1 l’on prend 


+ 
re) 


b AUe : : - : 
F5) désignant, pour abréger, la substitution qui rem- 


place tous les arrangements C par les correspondants F'; 
en effet, la substitution OS07! s'obtient en remplaçant 
les arrangements C contenus dans les cycles de S par 
les correspondants [; on a donc 


Sn —e$e-1. 

D'après cela l'égalité (r) peut s’écrire 
(a) TST-' — e$e-, 
et si l’on multiplie à gauche par O7! et à droite par @, 
elle prend la forme 
(3) 97LISTT 6e —S; 
enfin, si l’on pose 

T=seU;r doit Ua 
l'égalité (3) se réduit à 
USU—-—S, 


d’où il suit que U est une substitution échangeable avecS. 
Il résulte de là qu’on obtiendra toutes les solutions de 
l'équation (1), en multipliant par l’une d’elles @ toutes 
les substitutions échangeables avec S; le nombre de 
celles-ci est donc égal au nombre des substitutions T, 


Exempze. — Pour donner un exemple de ce théorème, 
reprenons les deux substitutions 


P—{(to, dj, @, A3) (Dos P1s Das Ds) (Cos Ci Ca C3) 


Q=—{ai106, 5, Ps, 1bx, Ca) (ay, Di, C1, ©, as, Ds, Ca) 
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que nous avons déjà considérées et qui sont des puis- 


sances d’une même substitution. S1 l’on veut déduire 


de Q une substitution Q" telle, que 
Pf—QPQT, 


il suffira de multiplier Q par la substitution dont les 
deux termes sont respectivement les arrangements qui 


constituent P3 et P; on voit de suite que cette substitu- 
tion est 


5 (a, 3) (hs, ba) (C1, Ca)» 
et l’on a 


LESCTIES (a, DR CS, ds rba; C2) (a, bd, Ci) (as, b,, cs). 


Réduction d'une substitution quelconque à un produit 


de transpositions. 


422. Toute substitution est équivalente à plusieurs 
transpositions. En effet, comme nous l'avons déjà dit 
au n° 239, si, par l'effet de la substitution S, la lettre a 
doit prendre la place qui est occupée actuellement par b, 
il est évident que la substitution S équivaut à la trans- 
position (a, b), jointe à une substitution S’ qui ne 
déplace que les lettres b...; en d’autres termes, on a 


SR ER CUT 


on peut raisonner sur S’ comme on vient de le faire 
sur S, et, en continuant de la même manière, on décom- 
posera S en un produit de transpositions. 

On peut réaliser une substitution S de plusieurs 
manières différentes, par le moyen de transpositions 
successives; mais, quelle que soit la marche que l’on 
aura suivie, le nombre des transpositions employées 

S.— Alg. sup., H. 18 
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sera toujours le même à un multiple de 2 près. Cela va 
résulter du théorème suivant : 


Tuéorème. — Si o désigne le nombre des cycles 
d'une substitution S, relative à n lettres, le produit TS 
ou ST ,obtenu en multipliant entre elles la substitution S 
et la transposition T, sera une substitution dans laquelle 
le nombre des cycles sera o +1, savoir : a +1 si les 
lettres de T appartiennent à des cycles différents deS, 
et os —1 dans le cas contraire. 

Soit 

TEA 


et supposons que les lettres a,, b, appartiennent à 
deux cycles différents de S, savoir : 


Ga; da; Her ar, GE Ds, EDR 
Si l’on exécute la substitution S sur l’arrangement 


jo, . js a; b, rte ds b;-s b;, 


on obtiendra le nouvel arrangement 
a EN . dj 4; b; DS: . b; b;, 


et, si l’on applique à celui-ci la transposition T, on 


obtient 
Us ds CD; ths Dee 0 b;a; 


en comparant cet arrangement à celui d’où l’on est parti, 
on trouve 


CG EU Ag, ++ dj, b,, D», e\ 210} b;); 


la substitution TS renferme donc un cycle de moins que 
la substitution S, et la même chose peut se dire de ST 


qui est semblable à TS. 
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Supposons maintenant que les lettres &,, b, fassent 
partie d’un même cycle C de S, et soit 


tie, 1 Gi) Os Vos ERA YA à 
Si l’on applique la substitution S à l’arrangement 
(441 Aa. . Ari &; b, D: .. D; b;, 


on obtient 
dr azi.. djbybisb;... b,a, 


et, en faisant la transposition Ÿ,, 1l vient 
DÉRTENE U MCPU PTER b; b,, 
d’où il suit que l’on a 
HE léries cr bi; bare, b;}s 


donc la substitution TS renferme un cycle de plus que 
la substitution S, et la même chose a lieu, en consé- 
quence, à l’égard de la substitution ST. 


Remarque. — Il est évident qu'il faut tenir compte, 
pour l'exactitude du théorème, des cycles qui se réduisent 
à une seule lettre. 


CorozLaire. — Si © désigne le nombre des cycles 
d'une substitution S formée avec n lettres, et que cette 
substitution puisse étre obtenue en multipliant entre 
elles et dans un certain ordre v transpositions égales ou 
inégales, on aura 


v—(rn—5)+2#, 
k étant un nombre entier. 


En effet, la première transposition peut être regardée 
comme une substitution formée de 7 —1 cycles, l’un 
du deuxième ordre et les 7 — 2 autres du premier ordre; 
donc, en la multipliant par la deuxième transposition, on 
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obtiendra une substitution qui sera formée de 7 — 1 +1 
cycles; ce premier produit, multiplié par la troisième 
transposition, donnera un nouveau produit dans lequel 
le nombre des cycles sera nñn —1#1æ+1, et ainsi de 
suite; en sorte que, après avoir exécuté la multiplication 
des y transpositions, on se verra conduit à l’égalité 


FN (nie Male (aire Rae LS à. 


dans laquelle le nombre des unités positives ou négatives 
ajoutées à 7 sera égal à v. Or, si l’on donne le signe — à 
l’une des unités qui doit avoir le signe +, on diminue 
de 2 unités le second membre de notre égalité. Il s'ensuit 
donc que l’on a 


s—n—v+2# où v—(rn—5) +24, 


et, en conséquence, le nombre des transpositions suc- 
cessives par lesquelles on peut effectuer une substitu- 
tion donnée S est toujours de même parité, quelle que soit 
la marche que l’on suive pour former les transpositions. 


423. On peut, d’après cela, distinguer en deux genres 
les N—1.2...n substitutions formées avec 2 lettres. 
Le premier genre comprendra les substitutions qui 
équivalent à un nombre pair de transpositions, tandis 
que celles qui équivalent à un nombre impair de trans- 
positions constitueront le second genre. 


Soient 
T, S1 2 53 


les substitutions du premier genre, parmi lesquelles 
figure l’unité, et 
To, Ts Los Ts ee 


celles du deuxième genre. Il est évident que ces deux 
suites se changeront l’une dans l’autre, si on les multiplie 
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LA , : : N 
par une transposition (a, b); par conséquent, il y à = 
substitutions de l’un et de l’autre genre. 

On peut aussi énoncer les résultats suivants : 


Une substitution circulaire est du premier ou du 
deuxième genre, suivant que son ordre ou le nombre 
de ses lettres est impair ou pair. 

- . : . e . 

Le produit de plusieurs substitutions est du premier 
ou du deuxième genre, suivant que le nombre des fic- 
teurs du deuxième genre est pair ou impair, 

Les puissances paires d'une substitution quelconque 


{ppartiennent au pr'émmier geule. 


et (JG ER m— 
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CHAPITRE Il. 


PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES DE SUBSTITUTIONS CONJUGUÉES. 


Des systèmes conjugués. 
[1 


424. Étant données plusieurs substitutions formées 
avec n lettres, si, en les multipliant une ou plusieurs 
fois les unes par les autres ou par elles-mêmes, dans un 
ordre quelconque, on n’obtient jamais que des substitu- 
tons comprises dans la suite des substitutions données, 
celles-ci constituent ce que Cauchy a nommé un système 
de substitutions conjuguées, ou simplement un système 
conjugué. Il est évident que tout système conjugué com- 
prend la substitution égale à l'unité. 

L'ordre d’un système conjugué est le nombre des 
substitutions qu'il renferme. 

Il résulte de ces définitions que les N=1.2...n 
substitutions que l’on peut former avec » lettres consu- 
tuent un système conjugué d'ordre N, et que les puis- 
sances d’une substitution quelconque d’ordrevconstituent 
un système de substitutions conjuguées d'ordre v. 


495. TnéorÈmMe. — $1 toutes les substitutions d'un 
système conjugué TV d'ordre p sont comprises parmi les 
substitutions d'un autre système conjugue G d'ordre m, 
le nombre y sera un diviseur de m. 


En effet, désignons par 


(1) ASS ANS MARS 
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les  substitutions du système F; ces substitutions appar- 
uennent à G, par hypothèse, et l’on a m>p. Soit T, 
l'une des substitutions de G qui n’appartiennent pas au 
système [, c’est-à-dire à la suite (1); si l’on multiplie, 
à droite, par T, les termes de cette suite, les produits 
(2) DR S TS DAS RS UT, 


que l’on obtiendra, seront compris parmi les substitu- 
uonsdu système G; d’ailleurs, deux quelconques de ces 
substitutions (2) sont évidemment distinctes et aucune 
d'elles ne saurait appartenir à la suite (1). Pour établir 
ce dernier point, il suffit de remarquer que l'égalité 
S:T, = SjentraîneraitT, = S7'S;, cequiestimpossible, 
car le produit ST*S ; appartient nécessairement au sys- 
tème F, tandis que, par hypothèse, T, ne fait pas partie 
de ce système : il résulte de là que l’on a m — 24, ou 
m > 214 . 91m est égal à 24, le théorème est démontré; 
soit donc m >> 2, et désignons par T, l’une des substi- 
tutions de G qui n’appartiennent à aucune des suites (1) 
et (2). En multipliant à droite par T, les substitu- 
uons (1), on obtiendra p substitutions nouvelles, 


(3) T:, S1 To, S2 To ENS St Los 


qui appartiendront au système G; elles seront distinctes 
entre elles et distinctes des substitutions (1); en outre, 
elles sont distinctes des substitutions (2), car l'égalité 
Si To —=S;T, entraînerait T,=SF'S;T,, ce quiestcontre 
l'hypothèse, car le produit S7'S;T, fait évidemment 
partie des substitutions (2). Il résulte de là que m = 3 
oum >> 34. Il est clair que l’on peut poursuivre de cette 
manière jusqu’à ce que l’on ait épuisé toutes les substi- 
tutions du système G, et que l’on aura en conséquence 


Mm— 


q désignant un nombre entier, 
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Remarque. — Le système conjugué G a été ainsi par- 
tagé en g suites de substituuons, 


15 Si, S, se 2e Dust 1 
fe S1T;, Ds T,, ..… me | ee 
TL, 01 Le: Sa pe ….. See 


at np letras LOSC DECO CE OR AC NS VE D eu CL: 


Ep rl stone 106000 SENS 


dont la première seule constitue un système conjugué. 
Pour former ce tableau, sur lequel repose notre raison- 
nement, nous avons successivement multiplié, à droite, 
par les substitutions T,, T,, ...,T,_, les substitutions 
du système F; mais il faut remarquer que l’on aurait 
pu procéder d’une autre manière, et que la démonstra- 
ton aurait pu être faite en employant des substitu- 
uons U,, U;, ..., U,_, du système G, comme multi- 
plicateurs, à gauche, des substitutions du système F. 
En procédant ainsi, on aurait décomposé le système G 
en 4 suites formées chacune, comme les précédentes, 
de w substitutions et qui sont 


TR IS CENTESN FES 
D, SUIS USERS 
12: Ftert Ü:5>, , U Su 


[A 
U;-1; U,-151; U;- 02; COUR U,-1 Su 


chaque substitution U étant choisie parmi les substitu- 
uons de G qui ne font pas partie des lignes horizontales 
déjà formées. 


426. Le théorème que nous venons d'établir conduit 
à des conséquences importantes, qui sont contenues 
dans les corollaires suivants : 


Corozzaire I. — L'ordre d'un système de substitutions 
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.d LA , . . 
conjuguées formées avec n lettres est un diviseur du 


Bangui Nu 3 rx 


En effet, les substitutions du système proposé appar- 
tiennent au système conjugué de l’ordre N qui comprend 
toutes les substitutions. 


Corozzarre II. — L'ordre d'un système de substitu- 
tions conjuguees est un multiple de l’ordre de l'une 
quelconque des substitutions du système. 


En effet, les puissances de l’une des substitutions d’un 
système conjugué appartiennent toutes à ce système ; 
d’ailleurs, ces puissances constituent un système con- 
jugué dont l’ordre est égal à celui de la substitution ; donc 
cet ordre est un diviseur de l’ordre du système proposé. 


Conozzaire I. — Ze nombre n des lettres étant 
supposé premier, tout système conjugué d'ordre n se 
compose des n puissances d'une substitution circulaire 
d'ordre n. 


En effet, l’ordre d’une substitution quelconque du 
système doit diviser 2; 1l se réduit donc à 1 ou à n. 


CorozzaiREe IV. — Si deux systèmes conjugués offrent 
des substitutions communes, celles-ci constituent un sy s- 
tème conjugué et leur nombre est en conséquence un 
diviseur commun des ordres des deux systèmes donnés. 


En effet, soient 
CUS 
(1) IT, DEEE COSTA Le Ut 


toutes les substitutions communes à deux systèmes con- 
jugués. Toute substitution S, obtenue en multipliant 
les précédentes entre elles ou par elles-mêmes, appar- 
tient à la fois aux deux systèmes proposés; et, comme 
ceux-ci n’ont que les a substitutions communes (1), il 
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est évident que la substitution S se trouve comprise 
parmi elles; ces substitutions communes constituent 
donc un système conjugué. 


Des systèmes semblables et des systèmes échangeables 
entre eux. 


427. Considérons un système de substitutions con- 
Juguées 


(1) I, S1s S3, .…, Des 


‘ 


on a vu que TST-' et S sont deux substitutions sem- 
blables, quelle que soit la substitution T, et que, pour 
former la substitution TST-1, il suffit d'effectuer la sub- 
stitution T dans les cycles de S; il en résulte que les 
substitutions 


(2) 1, TS, T- TSI CT TS 


constituent un système conjugué. On peutaussi vérifier 
immédiatement ce fait, en remarquant que le produit 
d’un nombre quelconque de substitutions prises dans la 
suite (2) est de la forme TS,S,... S,T-!, et par suite 
de la forme TS;T*, puisque les substitutions (1) forment, 
par hypothèse, un système conjugué. 

Les systèmes conjugués (1) et (2) seront dits sem- 
blables (*); il peut arriver que ces deux systèmes coïn- 
cident, et alors on a, quel que soit i, 


TS;T-1—S,; ou TS, —S;T; 


par conséquent, on obtient les mêmes résultats en mul- 


(*) M. Betti a donné aux substitutions (2) le nom de dérivées des sub- 
stitutions correspondantes (1); T est la dérivante, et le système (1) est 
alors le dérivé par T du système (1). 
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upliant les substitutions (1) par T, soit à droite, soit à 
gauche. 

Considérons maintenant deux systèmes de substitu- 
tions conjuguées, 


ADO D A AT TC uÉe 
r al rP 
l, T;, Lo, T3, AGUCE L,_1; 


nous dirons que ces deux systèmes sont échangeables 
entre eux lorsque tout produit de la forme T';S; sera en 
même temps de la forme S;T}. Si l'on a j — 7j, quels 
que soient z et j, le premier des deux systèmes propo- 
sés coïncidera avec le système semblable que l’on en 
déduit en multipliant ses substitutions à gauche par T; 
et à droite par T;*. Si l’on a en même temps ÿ—i, j =}, 
quels que soient zetj, deux substitutions quelconques, 
prises dans les deux systèmes proposés, seront échan- 
geables entre elles. 


Du problème général qui fait l’objet principal de la 


theorie des substitutions. 


428. Le problème général que l’on a en vue dans la 
théorie des substitutions peut être énoncé dans les termes 
suivants : 


Quels sont les systèmes de substitutions conjuguées 
que l’on peut former avec n lettres données ? 


La solution de ce problème serait, pour l’Algèbre, de 
la plus haute importance ; aussi Lagrange et, après lui, 
plusieurs géomètres éminents se sont-ils occupés de 
cette question difficile. Mais, malgré leurs efforts, ils 
n’ont pu atteindre le but proposé, etl: Science ne possède 
aujourd’hui sur ce sujet qu’un petit nombre de propo- 
sitions générales que nous allons établir ici. 


? “ 
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Parmiles systèmes de substitutions conjuguées que l’on 
peut former avec 7 lettres données, nous connaissons : 
1° le système qui comprend les N—1.2...7 substitu- 
tions; 2° les systèmes que l’on forme en prenant toutes 
les puissances d’une substitution quelconque. Nous les 
rappelons ici, afin de présenter un ensemble complet des 
résultats acquis. 


429. Tuéorëme 1. — Parmi les N —1.2...n substi- 
tutions que l’on peut former avec n lettres données, 
celles qui équivalent à un nombre pair de transpositions 


. j A . , , N . , . 
constituent un système conjugue d'ordre; etiln'existe 
“ 2 


aucun autre système conjugué du méme ordre Le 

La première partie du théorème est évidente. Nous 
avons vu, en effet, que si l’on multiplie entre elles plu- 
sieurs substtutions du premier genre, c’est-à-dire plu- 
sieurs substitutions dont chacune équivaut à un nombre 
pair de transpositions, on obtient pour résultat une sub- 
stitution du premier genre. 

Pour établir la seconde partie, soit 


(a) Ly J19 Jos 39 es SN : 
Se 
« . 2 1 N l . . « 
un système conjugué d'ordre —: Multiplions à gauche et 
D 


à droite les substitutions de ce système par une substi- 
tution quelconque T', nous obtuendrons les produits 


[#4 [4 RFO r à. r 
(2) fra TS;, TS», ….. TS\ 1° 
ST 
ct 
(3° LL? O1 dS Es FA 1 .….…. Sx Jin 
— —1 
2 
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Si T fait partie du système (1), les suites (2) et (3) for- 
meront des systèmes conjugués identiques à (1); mais, 
si T n’est pas compris dans le système (1), chacune des 
suites (2) et (3) se composera, comme on l'a vu précé- 


demment, des — substitutions qui n'appartiennent pas 
2 


au système (1). Dans tous les cas, les suites (2) et (3) 
offrent les mêmes substitutions, et l’on a,en conséquence, 
quel que soit :, pour une certaine valeur de 7, 


Hop le QU MISATE EST 


d’où 1l résulte que le système (1) renferme toutes les sub- 
stitutions semblables à l’une quelconque de celles qui y 
sont contenues. Ce système ne renferme donc aucune des 
transpositions ; car autrement 1l les renfermerait toutes, 
et son ordre serait égal à N, ce qui est contre l'hypothèse. 

Supposons que T désigne maintenant une transpo- 
sition, les suites (1) et (2) comprendront toutes les 
N substitutions des z lettres, etces substitutions ne feront 
que s’échanger entre elles,.si on les multiplie par une 
transposition Ü. Oril est évident, d’après ce qui précède, 
que, par cette multiplication, la suite (1) se transformera 
dans la suite (2); done à son tour la suite (2) se changera 
dans la suite (1), ce qui montre que la substitution UT 
fait partie du système (1). Ce système comprend ainsi 
toutes les substitutions que l'on obtient en multipliant 
deux transpositions entre eiles, et il renferme, en consé- 


N À es ER 
quence, les " substitutions qui équivalent chacune à un 
nombre pair quelconque de transpositions. 
L » \ . ’ , s N 
CorozLaire. — Le système conjugué d'ordre = ren- 
: 2, 


ferme toutes les substitutions circulaires d'ordre impair, 
et il n’en renferme aucune d'ordre pair. 
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En effet, toute substitution circulaire d’ordre p équi- 
vaut à p — 1 transpositions; on a 


(Go, Gi, Ans ee Gp) — (do, Gp) (@s, ps lie 


430. Tnéorëme Il. — Si un système conjugué ren- 
ferme toutes les substitutions circulaires dont l'ordre 
est un nombre donné p égal ou inférieur à n, l’ordre 

\ . 1 N . 
du système conjugué est Nou-. Cet ordre est toujours 
> 
égal à N si p est pair. 

Le théorème est évident, dans le cas de p = 2; car le 

système proposé contient toutes les transpositions et son 


ordre est égal à N. Dans le cas de p —3, le système pro- 
posé renferme la substitution circulaire 


(ai, da az) == 4 3) (a, 2) 
des trois lettres données &;, a, a3 et il contient aussi la 
substitution 

(& A3, A ) Le (as, a) (&, az) 
si, le nombre 7 étant supérieur à 3, a; désigne une lettre 


nouvelle. Le produit de la première substitution par la 


seconde est 
(43, 43) (ar, &) 


etce produit doit figurer dans le système proposé. Donc 
celui-c1 renferme toutes les substitution qui équivalent à 
un nombre pair de transpositions, et son ordre est ainsi 


. , « N . é o o 
au moins égal à —; d’ailleurs cet ordre est un diviseur 
2 


2 s 4 A N A 
de N, par suite il est égal à = Ou à N. 


Le cas de p >3 se ramène facilement au cas de p=—3. 
En effet, soient a,, &:, 43 trois quelconques des lettres 
données, et posons 


Tara (a, as) (1, CPYE 


+ 
. 
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Soit aussi 
S —= (a, Œ2) by bs, Ghcrieer, Re 3) 


une substitution circulaire d'ordre p formée avec les 
lettres a;, &:, az et p —3 autres lettres données b;, 
52,62, 051 On'äura 


(a, a)S En (a) (a, be, Ds, ..) Die 3), 
et, en multipliant, à gauche, par (a,, as), 
Ro 4 0 Di bite, onde 


Parhypothèse le système proposé renferme toutes les sub- 
stitutions circulaires d'ordre p : donc les substitutions TS 
et S7! doivent y figurer ainsi que leur produit T, qui est 
l’une quelconque des substitutions circulaires formées 
avec trois des lettres données. 

S1 le nombre p est pair, le système proposé comprend 
les produits de transpositions, en nombre impair, qui 
équivalentaux substitutions circulaires d'ordre p ; l’ordre 


_ 


de ce système est donc supérieur à = et, en consé- 


quence, il est égal à N. 


431. Tuéorème II. — Une substitution quelconque T 
étant formée avec n lettres, les diverses substitutions 
des mêmes lettres qui sont échangeables avec T consti- 
tuent un système conjugué. 


En effet, soient 


1, S15 S5, ss.) Su 1 


les M substitutions échangeables avec T, parmi lesquelles 
figure évidemment l'unité. Nous avons vu que le produit 
de plusieurs de ces substitutions est lui-même une substi- 
tution échangeable avec T; ce praduit fait donc partie de 
la suite précédente, et, en conséquence, celle-ci forme un 
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système conjugué d'ordre M. Ce nombre M a pour va- 


leur (n° 414) 
M={1,20.mi)(12. 70). (RO ME 


m; désignant le nombre des cycles de T qui sont de 
l'ordre »,. On tient compte des cycles formés d’une seule 
lettre, en sorte que l'on a 


RMI + Moto +. eV Mo loc 


Ainsi en particulier avec un nombre 7 de lettres égal à 
min, on peut former, par le précédent théorème, un 
système conjugué d'ordre 


| die La Q 1 PURES 
ExemPze. — Dans le cas de 


FO mem 6 he D fn Le D «à 


D" 


on pourra former deux systèmes de substitutions conju- 
guées dont les ordres seront respectivement 1.2.3 x 25 
ou 48, et 1.2 x 3? ou 18. 


432. Taéorkme IV. — Une substitution quelconque T 
étant formée avec n lettres, les diverses substitutions S 
telles, que le produit SYST1 se réduise à une puissance 
deT, constituent un système de substitutions conjuguces. 


Le nombre des substitutions qui satisfont à l'égalité 
S'ISTI=ESTE, 


dans laquelle : représente un nombre donné premier à 
l'ordre de la substitution T, est égal (n° 421) au nom- 
bre M des substitutions échangeables avec $. Si done on 
désigne par » le nombre des substitutions S qui satis- 
font à la précédente égalité, lorsque 1 cesse d’être un 
nombre donné, et par p(p) le nombre qui indique com- 
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bien 1l y a de nombres premiers à l’ordre y de la substi- 


tution T, on aura 
v—Mo(r). 


Cela posé, suient 
(1) 1, S1; S2s S3 A OT, SH 
les substitutions qui satisfont à la condition imposée par 
l'énoncé du théorème. Je dis que le produit de deux 
quelconques des substitutions (1) fait partie de la même 
suite, et que celle-ci constitue en conséquence un système 
conjugué d’ordre ». Considérons, en effet, les deux sub- 
stitutions S,, S°; on a par hypothèse 
(2) S; AUS RARE OU Le A0 
(3) SHISS ER TT DouSil= T/5;;: 
en multipliant à gauche par S, l'égalité (3), 1l vient 
(4) SSD ST/S;: 
ct, en élevant l'égalité (2) à la puissance j,a on 
SELS LOU LS SN TO =D 
c’est-à-dire 
(5) SUIS ET On. SI TS: 
en vertu de cette égalité (5), la formule (4) donne 
(6): SS:T—=T/S,S, ou (SS,)T(SS) = TY, 


d’où il suit que la substitution S, S, fait partie de la 
suite (1), comme on l’avait annoncé. 


433. Soient e l’un des nombres premiers à p, et 6 l’ex- 
posant auquel e appartient relativement au module y. 
Au lieu de former la suite (1) avec toutes les substitu- 
tions S, qui satisfont à l'égalité 

| * 
STS-1— T!, 
© S, — Ag. sup., M. 19 
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où à a une valeur quelconque, si l’on prend seulement les 
substitutions S qui satisfont à la même égalité en impo- 
sant la condition que 1 soit congru, suivant le module x, à 
une puissance de e, les substitutions de la suite (1) forme- 
ront encore un système conjugué. Effectivement, si l’on 
suppose que dans les égalités (2) et (3) à et j désignent 
deux puissances de e, le produit ij sera lui-même une 
puissance de e, et, en vertu de l'égalité (6), le produit S, S: 
appartiendra à la suite (1). On peut donc énoncer le théo- 
rème suivant : 


Taéorème V. — Une substitution quelconque T, 
d'ordre p, étant formée avec n lettres, si l’on forme 
toutes les substitutions S telles, que le produit STST1 se 
réduise à une puissance de T, dont l’exposant soit 
congru, suivant le module , à une puissance d'un 
nombre donné e appartenant à l'exposant 8, par rap- 
port au module p, les substitutions S constitueront un 
système conjugué d'ordre 8M. Lorsque le nombre Le 
admet des racines primitives, 0 peut étre un diviseur 


quelconque de q(u). 


Ce théorème V comprend le théorème III comme cas 
particulier ; 1l se confond avec celui-ci quand on fait 9—1 
et, par suite, e 1. Mais il ne comprend pas le théo- 
rème IV, parce qu'il n’existe pas en général de racines 
primitives pour un nombre composé. Cette extension du 
théorème IÏT a été indiquée par M. C. Jordan, dans un 
Mémoire qui fait partie du XX XVIII* Cahier du Journal 
de l'Ecole Polytechnique. 


CorozLaine L. -—— On peut former, avec n lettres, des 


systèmes de substitutions conjuguees d'ordre no( n) et 


« nt (7 ; ge À 
d'ordre ir. t étant un diviseur convenable de n. En 
t . 


particulier, si n est un nombre premier, on peut former 


Tex’, 


+ 
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un système de substitutions conjuguées dont l’ordre soit 
égal à n(n — 1) ou au quotient de ce nombre par un 
diviseur quelconque de n —1. 


Ce corollaire résulte immédiatement des théorèmes IV 
et V, en supposant que T y désigne une substitution cir- 
culaire d'ordre r. 


CorozLarre Il. — On peut former, avec n — 1 lettres 


, \ . , , 9 | 7à 
données, un système conjugué d'ordre o(n) ou sa . 


Considérons en effet le système conjugué qui contient 
7 @ (x) 
t 





nœo(n) ou substitutions de z lettres, et dont il est 


question dans le corollaire précédent. Pour former ce SyS- 
tème, on part d’une substitution circulaire T, d'ordre », 
et l’on prend les substitutions S qui satisfont à une éga- 
lité de la forme STS-' — Ti. Or, du mode de formation 
de ces substitutions S, 1l résulte que, pour chaque valeur 
de 1, il existe une substitution unique S, qui ne déplace 
pas une lettre donnée a. Donc le système que nous consi- 
g(x) 
L 


dérons renferme p(n) ou substitutions qui ne dépla- 


cent que 2—1 lettres ; ilest évident que ces substitutions 
constituent un système conjugué. 


434. Dans le cas de 2 —6, si l’on choisit d’abord 
pour T une substitution régulière formée de deux cycles 
du troisième ordre, on pourra former, par le théo- 
rème [V, un système de substitutions conjuguées dont 
l’ordre sera 1.2 X< 3? X 2 ou 36. Si l’on prend en second 
lieu, pour T, une substitution circulaire du sixième 
ordre, on pourra former, par le théorème V (corollaire I), 
un système conjugué d'ordre 6 xX 2(6) ou 12. Soit 


Dan a en 
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la substitution circulaire choisie ; le système conjugué se 
composera : 1° des six puissances de T, 


RU RE ILE AT ES Ai? 
2° des six substitutions du deuxième ordre suivantes : 


(a; b}{e, J}{d;e), (ac) APP REENR 
(a, d}{6$e]) (ef fa er EF OEMENR 
OR ANEARAN OR RS ACTE 0. 


si l’on désigne par S l’une quelconque de ces six dernières 
substiiutions,; on a5 15%=Thou (SIDE 


435. Tréorkme VI. — Si deux systèmes de substitu- 
tions conquguécs 
1, te 0e ET 
ALT PT 
formees avec n lettres, et dont les ordres sont respecti- 
vement p et v, sont échangeables entre eux et n'offrent 
aucune substitution commune, Les substitutions 
A S4 De. es DO 
Ti NES ESS er 
Tue LS Bo SEE RTE 


ou 


obtenues en multipliant les substitutions de l’un des 
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systèmes par celles de l'autre, formeront un système 
conjugue d'ordre pe. 

En elfet, si l’on prend plusieurs termes dans l’un quel- 
conque des deux tableaux, et qu’on les multiplie entre 
eux, on obtiendra un produit composé de facteurs T et 
de facteurs S. Mais, par hypothèse, on peut intervertir 
l’ordre de deux facteurs consécutifs S et T, à la condition 
de modifier, s’il y a lieu, leurs indices, puisque l’on a, 
quels que soient £ et }j, 


ST; = j pu Sr et T; DES ST ;r; 


en outre, le produit de plusieurs facteurs S ou T consé- 
cutifs se réduit à l’une des substitutions désignées par S 
ou T; donc le produit que nous avons formé est de l’une 


ou l’autre forme 
S; L7, E} S fs 


et, en conséquence, il fait partie des substitutions com- 
prises dans chacun de nos tableaux. D'ailleurs, deux 
substitutions prises dans le même tableau sont diffé- 
rentes, car l'égalité 

T; S; —= Tr S j 


entraîne 
= —1,, 
SR Le: 


le premier membre appartient au système S, le deuxième 
au système T; en outre, ces deux systèmes n’ont que le 
seul terme commun 1; il s'ensuit que l’on a 


1 Fe (pur 
S;Sr =, TT 1, 
c’est-à-dire 


DES ee 


Chacun de nos tableaux comprend donc uv substitutions 
distinctes, lesquelles constituent un système conjugué. 
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CorozLaire 1. — Si les substitutions S et T d'ordres 
respectifs p et v sont échangeables entre elles et n'ont 
aucune puissance commune autre que l'unité, on for- 
mera un système d'ordre uv en multipliant les p puis- 
sances de S par Les y puissances de T. 


En effet, dans l'hypothèse admise, les deux systèmes 
conjugués 
LS ht ns SO 
Dsl ee ou 


remplissent les conditions exigées par l'énoncé du théo- 
rème précédent. 


CorozLarrEe II. —,S7 plusieurs substitutionsS, T,U,. 
d'ordres respectifs b, v, 6, ..., sont échangeables pu 
elles deux à deux, et si l'égalité 


SiT/U*...—1 


ne peut avoir lieu que pour i=y, j =v,k=p,...,0on 
formera un système conjugué d'ordre pvp... en mul- 
tipliant les puissances de S par celles de T, puis les 
résultats obtenus par les puissances de Ü, et ainsi de 


suite. 
Remarque. — Si l’on pose 
Pa (2, Ag ce y Gp) UA D; ; .. SUR Jort .), JE 


O1 (os Dos»: TAPIE, (ai, d 1 > nee (2-1, P g—1» + JET 


pour que S et T soient des substitutions échangeables 
entre elles et que ces substitutions n’aicnt aucune puis- 
sance commune autre que l’unité, il faut et il suffit 
(n° A17) que l’on ait 

nes Poe 


ou 


SZ PP AUMIRESR 00e 
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P' et Q", P’et Q”, ... désignant des substitutions for- 
mées de la même manière que P et Q, mais avec des 
lettres différentes. 

Considérons, par exemple, le cas de six lettres. Si 
l’on fait 


S=—(a,b)(c,d)(e, f}, T—(a,c)(8,d)(e)(f), 


on obtiendra un système conjugué du quatrième ordre 
qui se composera des quatre substitutions 


PATES Te 


436. EXAMEN D'UN cAS REMARQUABLE QUI RENTRE DANS 
LES THÉORÈMES V Er VI. — Le cas dont il s’agit ici est 
celui du système de #(7—1) substitutions conjuguées 
dont il est question dans le corollaire I du théorème V, 
lorsque le nombre x des lettres est premier. 


Soient 
dos ss gs es An1 


les 7 lettres données, et supposons, comme au n° 416, 
que ang4r désigne la même lettre que a,. Le système que 
nous considérons sera formé de toutes les substitutions S 
qui satisfont à une égalité de la forme 


SN SEE HS 


dans laquelle T désigne une substitution circulaire 


d'ordre n. Soit 
LR, 7 PC FRA PP PESAUT PCR 


cette substitution. Le nombre 7 étant premier et à dési- 
gnant un nombre quelconque non divisible par #, T'sera 
une substitution circulaire d’ordre 7, et l’on aura, par 
nos conventions, 


pie 
4h ee [&@o, dis dois . CET A) 


ou, en faisant passer une lettre quelconque 4x; à la pre- 
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mière place, 
Liu, Œ(x+i)is RTE Æ(n—1)is @o; Aj: ae ss Are 


Cela posé, chaque substitution S doit se former en pre- 
nant pour numérateur la permutation qui constitue le 
cycle de T£et pour dénominateur la permutation qui 
figure dans le cycle de T. Désignons par C cette dernière 
permutation, par Cet C/ les permutations qui consti- 
tuent le cycle de T# lorsqu'on met à la première place 
a, et ax; respectivement. L'expression générale des sub- 
stitutions S sera 


ok Cd, QU A 
= (TE) 


On a évidemment 


ne 
4 LES — Je 
e EE [&o, Ayjs Aakis vo A(n—1)ki) = TT"; 


/ 


: : 5 C' 
quant à la substitution É }» elle ne renferme pas la 


lettre a, et l’on a 
(sa 1-2) fermes Ain—1)i k 
ee FORT RES 
Cette substitution a pour effet de multiplier par z les 


indices des lettres a; soit r une racine primitive pour le 
nombre premier x, posons 


dE TOO TN 


et désignons par U la substitution qui a pour effet de 
multiplier par r les indices des lettres a : il est clair que la 
puissance v*®° de U multipliera ces indices par 7 oui; 


on aura donc 
Eu 
Lie 
(c) 


on voit en outre, à cause de 7#71=1 (mod. n), que U est 
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une substitution circulaire de l’ordre 7 — 1 dont l’ex- 
pression est 


Di Na, due, se dira}, 


Il résulte de là que, si l'on désigne par k un nombre tel, 
que l’on ait = {mod. n), la substitution S aura pour 
valeur 


(r) ST LIE 


enfin, de Péquatuion 


ST te 
on tire 
STÉS—1— Ti TA — SU", 
d’où 
T'S—1 — U— 
“A 
(2) SUTÉ. 


Les formules (1)et (2) fourniront donc la mème valeur 
de S, si les exposants À et Æ satisfont à la relation 


h'—= fr": 
Chacune de ces mêmes formules donnera toutes les sub- 
stitutions du système que nous considérons en attribuant 
à À ou à A les 7 valeurs 0, 1,2, ...,n—1,età y les mêmes 
valeurs, zéro excepté, ou, ce qui revient au même, 7 —1 


excepté. En d’autres termes, le système dont nous nous 
occupons s’obtiendra en multipliant les substitutions 


RSS LA HR HN Eu 
à droite ou à gauche, par les substitutions 
A CR PT ES 


Exemrze. — Considérons le cas de nr — 5. Comme 2 
est ici racine primitive, on pourra former un système de 
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vingt substitutions conjuguées en multipliant entre elles 
les puissances des deux substitutions 


T— (to, &,4,4a;,&), U—= (Gi, @o, &, a); 
il est facile de vérifier sur cet exemple que la formule 
U” T# U— — T4? 


a lieu quels que soient les nombres k et v. 


437. Tuéorème VIL — Ætant donné un système de 
n lettres, soient n, un nombre entier égal ou inférieur 
à n, et y—min, un multiple de n, contenu dans n. 
Soient encore n; un nombre égal ou inférieur à ms, et 
m, n° un multiple de n; contenu dans m,. Soient pareil- 
lement n3 un nombre égal ou inférieur à m2, et m3 n3 
un multiple den; contenu dans m2, . ... On pourra tou- 
jours, avec y lettres arbitrairement choisies parmi les 
n lettres données, former un système de substitutions 
conjuguées dont l'ordre sera n}n7n7s . 


Ce théorème a été démontré par Cauchy, dans le Mé- 
moire que nous avons déjà eu l’occasion de citer. 

Prenons y — m, n, lettres parmi les 7 qui sont don- 
nées, puis distribuons-les en #1, groupes ou arrangements 
composés chacun de », lettres, et que nous nommerons 
groupes de première espèce. Prenons ensuite ces m, ar- 
rangements pour composer les cycles de m2, substitutions 
circulaires d’ordre z,, que nous représenterons par 


(a) PVR MAR RNEND EE 


Parmi les rm, groupes de première espèce, prenons-en 
mn et distribuons-lesen m, groupes de deuxième espèce, 
lesquels seront ainsi formés par la réunion de 7, groupes 
de première espèce. Avec les 7, 71 lettres de chaque 


4 
7 


SECTION IV. — CHAPITRE II. 290 


groupe de deuxième espèce, formons une substitution 
ayant pour effet de déplacer circulairement les groupes 
de première espèce contenus dans le groupe de deuxième 
espèce, et soient 


(2) Q:» Q», Q3 0604) EE 


les m2 substitutions ainsi obtenues. Si C, €, C”, 
désignentles arrangements ou groupes de première espèce 
qui composent un groupe de deuxième espèce, chaque 
substitution (2) sera de la forme 
\/ ue (7/4 

LOGE Po Ée à es | 1 : 
elle a pour effet de remplacer chaque lettre de C par celle 
qui occupe le même rang dans C’, celle-ci par celle qui 
occupe le même rang dans C, et ainsi de suite. Il résulte 
de là que les substitutions Q sont régulières et que cha- 
cune d’elles est formée de 7, cycles d'ordre 72. 

Parmi les m, groupes de deuxième espèce, prenons-en 
m; n3 et distribuons-les en m, groupes detroisième espèce, 
lesquels comprendront ainsi 7, groupes de deuxième 
espèce. Avec les 7, n: n3 lettres de chaque groupe de 
troisième espèce, formons une substitution ayant pour 
effet de déplacer circulairement les groupes de deuxième 
espèce contenus dans celui de troisième espèce, et soient 


(3) R;, R>, R;, DAC TK he 


les m3 substitutions ainsi obtenues. En reproduisant le 
raisonnement que nous avons fait à l'égard des substitu- 
tons Q, on prouvera que chacune des substitutions R est 
régulière, et qu’elle est formée de 217 sise d'ordre Il. 
On peut continuer ainsi tant que l’on n'aura pas ren- 
contré l’unité dans la suite des nombres m3, Mo, M3, 

Dans chacune des suites (1), (2), (3), ..., deux sub- 
stitutions quelconques n’ont aucune lettre commune, et, 
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par suite, elles sont échangeables entre elles. On ob- 
tiendra donc un système de substitutions conjuguées P 
d'ordre 7}: en multipliant entre elles les 77, suites qui 
sont formées chacune par les 2, puissances de l’une 
des substitutions (1). Pareillement, on obtiendra de la 
même manière des systèmes conjugués Q, R, ..., dont 
les ordres seront respectivement n}, nÿ%, ..., au moyen 
des substitutions (2), (3), ... 

Je dis en outre que deux quelconques des systèmes 
ainsi formés sont échangeables entre eux. A cet effet, 
représentons les lettres contenues dans chacun des divers 
arrangements ou groupes d’une espèce quelconque par 
un même caractère a oub, ou c, ... affecté d’un indice 
variable; alors celles des substitutions P, Q, R, ... qui 
ont pour effet d'échanger circulairement les groupes d’es- 
pèces moins élevées contenues dans l’un des groupes que 
nous considérons pourront se déduire de celles qui se 
rapportent à un autre groupe, en changeant la lettre que 
nous sommes convenus d’affecter d'indices, mais en con- 
servant les mêmes indices. Si donc A et B désignent deux 
arrangements de i°"° espèce formés respectivement de 
deux lettres a, b, affectées des mêmes indices, et si l’une 
des substitutions P, Q, ... change A en A, l’une de ces 
substitutions changera aussi B en B, les indices de à 
dans B’ se succédant dans le même ordre que les indices 
de «a dans A’. 

Cela posé, soit V une substitution de l’une des 
suites (2),(3),... qui déplace circulairementles groupes 
À, B, GC, D, ..., K de si" espèce, contenus danstun 
groupe ABCD...L de{i+ 1)i°"e espèce. Soit en même 
temps UÜ l’une des substitutions (1), (2), (3), ... qui ne 
produisent de déplacements de lettres que dans l’un des 
arrangements À, B, ...,dans C par exemple. Supposons 
que ÙU change C en C/; d’après ce que nous venons de 
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dire, le système auquel U appartient renfermera une 
autre substitution U’ changeant aussi D en D’. Appli- 
quons successivement les trois substtutions U, V, UT! 


à l’arrangement 
ABCD...K. 


Par la substitution U, cet arrangement devient d’abord 
ABC'D...K: 

il se transforme ensuite en 
BCD'...KA 


par la substitution V. Enfin, comme la substitution U'-! 
change D’ en D, elle nous donnera l’arrangement 


BCD... .A, 


que l'on aurait obtenu tout d’abord en appliquant la 
substitution V à l’arrangement primitif; on a donc 


PANIER VER d'OU TU TV, 


Il résulte de là que les systèmes conjugués P, Q,R, ... 
sont échangeables entre eux deux à deux. D'ailleurs un 
produit tel que V...RQP, formé avec des substitutions 
de ces divers systèmes, ne peut se réduire à l'unité à 
moins que tous ses facteurs ne se réduisent eux-mêmes 
à l'unité; car, s’il en était autrement. on aurait 


RON, 


ce qui est impossible, puisque la substitution contenue 

dans le premier membre est impropre à déplacer les 

groupes de lettres que V7! échange entre eux. On voit 

donc que l’on obtiendra un système de substitutions con- 
me om 


juguées d'ordre nfni:n3..., cn multipliant entre eux 


les systèmes P, Q, R, .... 


ConozzarmE |. — Ztant donne un système de n let- 
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tres, soit p un nombre premier égal ou inférieur à n. 
Soient encore y —m;p un multiple de p contenu dans 
n; mp un multiple de p contenu dans m, ; m3p un mul- 
tiple de p contenu dans m:.... On pourra toujours, 
avec y lettres choisies arbitrairement, former un système 
de substitutions primitives et conjuguées d'ordre 


PAPA son 


Ce corollaire résulte du théorème précédent, en y sup- 
posant, = 2 =n3= ...—=p. L'ordre dusystèmecon- 
jugué étant une puissance de p, chacune des substitu- 
tions du système a elle-même pour ordre une puissance 
de p, et en conséquence elle est primitive. 


Corozraire Il. — Ætant donné un système de n 
lettres, soient p un nombre premier égal ou inférieur 
à n, v le plus grand multiple de p contenu dans n, 
et p* la plus haute puissance de p qui divise exactement 
le produit N—1,2.3...n. On pourra toujours, avec 
y lettres prises arbitrairement parmi les n lettres don- 
nées, former un système de substitutions primitives et 
conjuguées d'ordre p#. 


Ce corollaire se déduit du précédent, en supposant que 
m,p soit le plus grand multiple de p contenu dans 7, 
mp le plus grand multiple de p contenu dans m,, et 
ainsi de suite. Dans cette hypothèse, la somme 


= Mi SE Moi EE 


est évidemment l’exposant de la plus haute puissance de p 
qui divise exactement N — :.2.3...n. 


438. Exemrze. — Considérons le cas de 7 —6, et pre- 
nons p—2. La plus haute puissance de 2 qui divise 
exactement le produit 1.2.3.4.5.6 est 2* ou 16; on 
pourra donc avec six lettres former un système de seize 
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substitutions primitives et conjuguées. Soient a, b, c, d, 
e, f les lettres données : on pourra choisir pour les sub- 
stitutions P 


(a,6), (cd), (ef); 


la série des substitutions Q se réduit 1c1 à une substitu- 
tion unique, et l’on peut prendre 


(act /6,d}|. 


Le produit des quatre systèmes 


Er dre 
ÉOEIEAT à 
TA 
1, (a,c)(b,d) 


fournit seize substitutionsconjuguées, parmilesquelleson 
rencontre, outre l'unité : 1° trois transpositions, savoir : 


AREA CT LT AO ZS AE 


2° cingsubstitutions régulières, formées chacune de deux 
transpositions, Savoir : 


(a, 6) (ed), (&6)(e,f, (od)(e,f) 
fa chit da} ta, d\Cb ef: 


3° trois substitutions régulières formées chacune de trois 
transpositions, Savoir : 


(a, b) (c, d) (Sel, cie, cie Helene te; c) Ce fr: 


4 deux substtutions circulaires du quatrième ordre, 


SavOIr : 
(a, d, b, Ce}, (a,c, b, d); 


5° deux substitutions primitives du quatrième orûre, 
non régulières, savoir : 


rad che; la; cs bd}lenf}e 
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439. Taéorëme VIII. — Si l’on a formé un système 
‘de subititutions conjuguées de m lettres dont l’ordre 
soit p, et un système de substitutions conjuguées de 
P lettres dont l’ordre soit 5, on pourra construire un 
système de substitutions conjuguées de n = mp lettres, 
dont l’ordre sera pP5. 


En effet, distribuons les mp lettres données en p 
groupes composés chacun de m lettres, et que nous re- 
présenterons par 


Soit À un système de uw substitutions conjuguées, 
formées avec les m lettres a qui composent la première 
ligne de ce tableau. Soient aussi B, C, ..., K les systèmes 
de substitutions conjuguées que l’on obtient en rempla- 
çant successivement dans À la lettre a par b, c, d, ..…, 
k, sans changer les indices dont la lettre est affectée. 


Désignons enfin par 
10 Li RARE 
& substitutions conjuguées, formées avec les p lettres 
CU Pa Ar DUPODS 
D — 9j 9j de 0 pre = T9 ES NE 
et nommons P le système conjugué d'ordre & 
1, V0 SDL EUR 


dont les substitulions ont pour effet d'échanger entre 
elles les lignes horizontales de notre tableau. 

Les systèmes À, B, ... K sont évidemment échangea- 
bles entre eux, et il est aisé de voir que leur produit est 
échangeable avec le système P. En effet, soient À une 
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substitution du système À, et S une substitution de P; la 
subsutution À, effectuée la première, déplaceraleslettres 
a et elle remplacera la première ligne du tableau par 


L ! ! la 


«a «a Œys rs. x, 


après quoi la substitution S déplacera les lignes horizon- 
tales du tableau; seulement, si elle doit amener les let- 
tres à à la place de à, la ligne précédente sera remplacée 
par 

b 


0? 1° 2 0er De m — 1? 
et, pour faire disparaître les accents, il suffira d'appliquer 
la substitution B-*, B désignant ce que devient À quand 


on y remplace a par b. On voit alors que l’on a 
DR Redon PA: BP; 


Il résulte évidemment de là qu'en multipliant entre 
euxles p+4-1 systèmes À, B, C, ..., K et P, on obtiendra 
un système conjugué dont l'ordre sera pP&. 

Conozraire 1. — x peut former, avec n = mp let- 
tres, un système de substitutions conjuguées d’ordre 


D hi m)P. (SD sp.) 


Il suffit en effet de prendre pour À le système de toutcs 
les substitutions formées avec mn lettres, et pour P le sys- 
tème de toutes les substitutions formées avec p lettres. 


ExemPzes. — Dans le cas de 7 — 6, on peut faire 
Hp 2 ou p—2, m3. On voit: alors.que l’on 
peut former avec six lettres deux systèmes de substitu- 
tions conjuguées, dont les ordres sont respectivement 72 
et.48. Dans le cas de 7—4, on a m—2, p— 2, et l’on 


# 


peut former avec quatre lettres un système conjugué 


d'ordre 8. 


CorozLaimEe Il. — Si p est un nombre premier, on 
peut former, avec n = mp lettres, un système de substi- 
tutions conjuguées d'ordre(r.2.3...m)P p(p—1). 


S.— Ag. sup, 1. 20 
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Il suffit en effet de choisir À comme dans le précédent 
corollaire, et de prendre pour P le système conjugué 
d'ordre p(p—1) dont nous avons reconnu l'existence 
dans le cas où p est un nombre premier. Le système dont 
il s’agit ici se rencontre dans la théorie des équations. 


440. Taéorëme IX. — Si un système de substitutions 
conjuguées relatif à n lettres renferme toutes les substi- 
tutions circulaires du troisième ordre que l’on peut for- 
mer avec n—1 lettres données, et qu'il ait encore 
d'autres substitutions, il renferme toutes les substitu- 
tions circulaires du troisième ordre que l’on peut former 
avec les n lettres. 

Soient 

CU NT AU CE TE 

les lettres données, G le système que l’on considère, et 
G'le système conjugué formé avec celles des substitutions 
de G quinecontiennent pas D. Désignons par T une sub- 
stitution de G qui n’appartienne pas à Gr, et supposons 
que T substitue D, a;, aj à à6, 1, &o, à et j étant deux 
indices quelconques qui peuvent avoir les valeurs 1 et 2; 
comme la substitution U = (45, &,, a) appartient à G, 
parhypothèse, il en sera demême de TÜT-' =(b, a;, a;). 
Le système G renferme donc toutes les substitutions cir- 
culaires formées avec les 7 lettres. 


CoroLLAIRE. — Si un système de substitutions 
conjuguées relatif à n leitres renferme toutes les 


N e , ’ 
19. (n—1)= =: substitutions formées avec n—1 let- 
72 


N à : : 
tres, son ordre est N ou -+ Si le système proposé ren- 
na ; 
L 


; N TE : 
ferme seulement les — substitutions du premier genre 
21 





N 
formées avec n — 1 lettres, son ordre est — ou 
2 2 7è 
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Conservons les notations dont nous venons de faire 
\ N N À 
usage. Par hypothèse, l’ordre de G'est — où —; le même 
TEA T 


nombre exprimera donc aussi l’ordre de G, si ce système 
n'aquelesseules substitutions de G’. Dansle cas contraire, 
Gadmettratoutesles substitutions circulaires du troisième 


; N 

ordre formées avec les » lettres, et son ordresera N ou -; 
2 
savoir : N si G renferme toutes les substitutions de 
NS 
n—1 lettres, et = S G’ renferme seulement des substi- 


tutions du premier genre. 


AA. TaéorÈme X.— Si un système de substitutions 
conjuguées relatif à n lettres ne renferme pas toutes les 
substitutions circulaires du troisième ordre formées avec 
n—1 lettres, mais qu’il contienne toutes celles que l’on 
peut former avec n—2 des lettres données, les substi- 
tutions du système qui déplacent les deux autres lettres 
ne peuvent que les échanger entre elles. Le nombre n est 
supposé supérieur à 4. 

Soient 

CRD POUPEE VA PET LP 


les » lettres données, G le système que l’on considère, 
et G le système conjugué formé par celles des substitu- 
tions de G qui ne déplacent aucune des lettres 85, b,; 
par hypothèse le système G renferme toutes les substi- 
tutions circulaires du troisième ordre que l’on peut for- 
mer avec les # — 2 lettres a. Désignons par T une sub- 
stitution de G qui n’appartienne pas à G’et qui n’échange: 
pas entre elles les lettres b, et b,. 

Si T déplace D, pour la substituer à a, et qu'elle ne 
déplace pas D, ou que, déplaçant b,, elle la substitue à Do, 
soient a, et a2 les deux lettres aui seront remplacées par 
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deux lettres quelconques données, a;, aj; comme la sub- 
stitution U —({4,, a;, a) appartient à G, il en est de 
même de TÜT-'—(6,, a;, aj); donc le système G ren- 
ferme toutes les substitutions circulaires du troisième 
ordre qu’on peut former avec 2 — 1 des lettres données, 
ce qui est contre l'hypothèse. 

Si T substütue D, et b, à ao et ay, a; à &+, la substitu- 





ton U—(a,,@,,a>) appartenant à G, il en sera de même 
de TUT-' = (0,, b,, a;). Or cette dernière substitution 
remplace a; par bo, et bo par b,; on rentre done dans 
le cas précédent, qui est incompatible avec notre hypo- 
thèse, comme on vient de le voir, 

[résulte de là que la substitution T ne peut qu’échan- 
ger les lettres D,, b, entre elles; elle sera donc de la 
forme T—{D5, b,).S,S étant une substitution de G'.On 
voit aussi que le système G s'obtiendra en multipliant 
entre eux le système Get le système formé des deux 
substitutions 1, (bo, bi). En conséquence, l’ordre du 
système G est double de l’ordre du système Gr’. 





Remarque. — La démonstration précédente exige que 
le nombre des lettres & soit au moins égal à 3, et que 
l’on ait en conséquence > 4. Le théorème ne subsiste 


pas pour 2 —=4. 


CoROLLAIRE. -— 91 un système de substitutions conju- 
guces relatif à n lettres renferme les 
N 
LED OEM (a — 2) — PSE à 
2 (re =. ) 
substitutions formées avecn— des lettres données, maïs 
qu'il ne renferme pas toutes celles qu'on peut former 
avec n—1 lettres, son ordre sera égal au quotient de N 


, PONT 
par l’un des deux nombres À 





» n(n—1). di le sys- 
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| 


, N RS 
téme renferme seulement les ra substitulions du 
27|72 — 1] 


premier genre formées avec n— 2 lettres, mais qu'il ne 
contienne pas toutes celles que l’on peut former avec 
ra —1 lettres, son ordre sera égal au quotient de N par 
l’un des deux nombres n(n—1), 2n(n—1). 
En effet, par hypothèse, l’ordre de Gest 


n(r—1) 


ou et le même nombre exprimera l’ordre 


an(r—1) 
de G, si ce système n’a que les seules substitutions de G’. 
Dans le cas contraire, toute substitution de G qui n’ap- 
partient pas à G’ déplace circulairement les deux lettres 
non contenues dans (, car autrement G posséderait 
toutes les substitutions circulaires du troisième ordre 
qu'on peut former avec 7 —1 lettres, et cela est contre 
l'hypothèse. Alors, d’après le théorème précédent, l’ordre 


de G est double de l’ordre de Gr’, 


Des groupes de permultations, 


442. Considérons un système F de substitutions con- 
juguées de 7 lettres, dont l’ordre soit égal à u; sortent 


T, S1 S2 COS St 


les substitutions de ce système. Si l’on prend une quel- 
conque des permutations des x lettres données, et que 
l'on multiplie cette permutation À par £5 g substitutions 
de T, on obtiendra w produits 


+ Ce 
A0 51 A0, S2 A0; CRIER Jui A0 


ou 
À; À; A», ne Aa 


: L : S 
qui constituent ce qu on nomme un groupe de per muta 
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tions. Les substitutions du système F, par lesquelles on 
passe d'une permutation à une autre, sont dites les sub- 
stitutions du groupe. 

Désignons par G, soit le système des N=—1.2.3...7 
substitutions des lettres données, soit tout autre système 
conjugué contenant toutes les substitutions du système F. 
On a vu au n° 495 que, si l’on désigne parm=—=#q l’ordre 
du système G, les substitutions de ce système peuvent 
être représentées de l’une ou de l’autre des deux manières 
suivantes : 


1; Si, So, CSS 
is. CS, TR UPS AE, PRE 
(1) Ti ON SE TS ESS RE IE 
nr Cu. 
LITE SITE SITE TO TT 
F} Si, Sa; CN dt ALT 
U;, US ONU SPC ORETO 
(2)  Us,1 U:S: 1 USS 0022 00 


A E RR E A 14 

| Un U 800520 208 CT 

Cela posé, on obtiendra un groupe de »m permutations, 
en multipliant la permutation AÀ,, prise arbitrairement, 
par les m substitutions de G; et, pour effectuer cette opé- 
ration, on peutsupposer à G l’une ou l’autre des formes 
(tete 

Employons d’abord la forme (1). La première ligne 
horizontale est formée des x substitutions du système F, 
et les produits de la permutation A, par ces substitutions 
donneront le groupe déjà considéré plus haut, savoir : 


A, A;, A», RENE | Ant 


Pour multiplier A, par les substitutions de la deuxième 
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ligne du tableau (1), ilsuffit de faire le produit Af de la 


permutation À, par T, et de multiplier ensuite ce produit 
par les substitutions T'; les résultats 


1 
AA AA) ER AU 


p—1? 


qu’on obtiendra ainsi, forment évidemment un deuxième 
groupe de permutations qui admet les mêmes substitu- 
tions que le précédent. 

Comme ce que nous venons de dire s'applique évidem- 
ment à chacune des lignes du tableau (1), à partir de la 
deuxième, on voit que le groupe de permutalions obtenu 
en multipliant une permutation À, par les uq substitu- 
tions du système G est décomposable en q groupes for- 
mes chacun de uw permutations; en outre, ces divers 
groupes partiels admettent les mémes substitutions, 
savoir, celles du système T. 

Opérons maintenant dela même manière en employant 
le système G sous la forme (2). La première ligne du 
tableau (2) donnera, comme précédemment, le groupe 


A, A, A, CAES At 


quant aux lignes suivantes du tableau (2), elles donne- 
ront pour résultats les produits obtenus en multipliant 
successivement ce premicr groupe de permutations par 
les substitutions 

(EEE TR RAT EE 


et, comme ces opérations équivalent à de simples change- 
ments dans lanotation employée pour désigner les lettres, 
chacune d’elles trans{formera le premier groupe en un 
autre groupe. Il résulte de là que le groupe obtenu en 
multipliant la permutation À, par les pq substitutions 
du système G est décomposable en q groupes de x per- 
mutations tels, qu'on passe d’un groupe à un autre en 
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exécutant une méme substitutionsur les permutations dus 
premier. 

IT peut arriver que les lignes horizontales soient les 
mêmes dans les deux tableaux {1) et (2). Cette circon- 
stance se présentera nécessairement si les substitutions 


3 {4 T;, ., ET 
ou 
1, U,;, U:, ... U5: 


forment un système conjugué échangeable avec le sys- 
tème PF. Dans ce cas, le groupe de permutations obtenu 
en multipliant la permutation À, par les uq substitutions 
du système G est décomposable en q groupes formés 
chacun de à permutations et qui jouissent de cette double 
propriété, que les substitutions sont les mémes dans les 
divers groupes partiels et qu'on passe de l’un de ces 
groupes à un autre en exécutant une méme substitution 


sur Les permutations du premier. 


443. Exeuvze. — Considérons le cas de quatre lettres 
a, b,c,d, et prenons les quatre systèmes de substitutions 
conjuguées 

GP CSD ET TRE 

G'—1, (a,c)(b, d), 
GT, cd nb dre, 
G"— 1, (6, c). 


Les systèmes G et G’ sont échangeables, et leur pro- 
duit GG, qui est du quatrième ordre, est un système con- 
jugué échangeable avec G”; enfin le système conjugué 
G”G'G est lui-même échangeable avec G/”, en sorte que 
le produit G”G/G'G comprend les vingt-quatre substi- 
Lutions. 

Cela posé, multiplions la permutation abcd par le sys- 
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tème G”G/G'G, nous obuendrons le groupe des vingt- 
quatre permutations, savoir : 














abcd | acdb | adbc acbd | abdc | adcb | 
bade | cabd ! dacb cadb ! bacd  dabc 
cdab | dbac | bcad | | bdac | dcab | chad | 
dcba | bdac | chda | dbca | cdba | bcda 


Ce groupe se décompose en deux autres; l’un de ceux- 
ci comprend les permutations des trois premières co- 
lonnes, etil admet, comme lesecond, les douze substitu- 
tions du premier genre; on passe de l’un des groupes 
partiels à l’autre en exécutant la transposition (D, c). 

Le premier de ces deux groupes se décompose lui- 
même en trois autres, formés chacun des permutations 
contenues dans une même colonne; iei les trois groupes 
partiels admettent les quatre substitutions du système 
GG, et l’on passe d’un groupe à un autre en exécutant 
une même substitulion de G”. 

Enfin le premier de ces trois derniers groupes est dé- 
composable en deux autres qui sontformés, l’un des deux 
premières permutations, l’autre des deux dernières. Lei 
chacun des groupes partiels admet la substitution de G, 
et on passe de l’un à l’autre groupe en exécutant la sub- 
stitution de (’, 
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CHAPITRE LIT. 


DES INDICES DES SYSTÈMES CONJUGURS. 


Indice d’un système conjugué.— Limitein/ferieure des 
à 


indices supérieurs à 2. 


444. Pour abréger le discours, je nommerai indice 
d’un système de substitutions conjuguées formées avec 
n lettres le quotient obtenu en divisant le produit 
N=—1.2.3...n par le nombre qui exprime l’ordre du 
système. S1 m désigne l’indice d’un système conjugué 
d'ordre px, on aura 

GR Et 
Fe 
l'ordre et l’indice d’un système conjugué relatif à » let- 
tres sont donc deux diviseurs correspondants du pro- 
It 2 0 Ur 

L'indice 72 peut avoir les valeurs 1 et 2, quel que soit 
le nombre 2 des lettres, et 1l serait intéressant de con- 
naître en général les plus petites valeurs qu’il peut avoir 
quand il est supérieur à 2. 

Rufini, dans sa théorie des équations, a considéré par- 
ticulièrement le cas de cinq iettres, et l’on peut conclure 
de ses recherches que: 

Dans le cas des cinq lettres, si l'indice d’un système 
conjugué est supérieur à 2, il est au moins égal à 5. 


Cauchy, dans un Mémoire qui fait partie du X° Cahier 
du Journal de l'Ecole Polytechnique, a démontré en- 


en dati 
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suite un théorème plus général duquel il résulte que : 


L'indice d’un sjstème de substitutions conjugucées, 
formées avec n lettres, ne peut étre en même temps 
supérieur à 2 et inférieur au plus grand des nombres 
pr'emiers qui ne surpassent pas n. 


Et, dans le cas où z est un nombre premier, on a ce 
théorème : 


L'indice d’un système de substitutions conjuguees, 
Jormées avec n lettres, n étant un nombre premier, ne 
peut étre en méme temps supérieur à 2 et inférieur à n. 

Cauchy donne à entendre, dans son Mémoire, qu'il 
chercha à étendre le précédent théorème au cas où n est 
un nombre composé, mais il ne put d’abord y parvenir 
que dans le cas de #2 —6. IL a, en effet, démontré que : 


L'indice d'un système de substitutions conjuguees, 
Jormeées avec six lettres, ne peut étre en méme temps 
superieur à 2 et inférieur à 6. 

M. Bertrand s’est occupé ensuite avec succès de cette 
même question, et il est parvenu à démontrer générale- 
ment, et pour la première fois, que : 


L'indice d'un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, ne peul étre en mére temps 
supérieur à 2 et inférieur à n (*). 

Toutefois la démonstration de M. Bertrand repose sur 
un postulatum qui semble absolument étranger à la 
théorie, et, à ce point de vue, elle n’est pas compléte- 
ment satisfaisante. Le postulatum dont il s’agit a été 
démontré au n° 405, et il consiste en ce que : 


Sil’onan>7, il y a au moins un nombre premier 
. EL 
compris entr'e — El n — 2. 
2 


(*) Journal de l’École Polytechnique, XXX° Cahier, 
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Le raisonnement dont M. Bertrand a fait usage con- 
duit à cet autre théorème démontré auparavant par Abel, 


dans le cas de n = 5. 


Si l'indice d'un système de substitutions conjuguces, 
formées avec n lettres, est égal à n, le système COnJUgUE 
se compose des 1.2...(n—1) substitutions de n—1 


lettres. 


Dans une Note qui fait partie du XX XIIe Cahier du 


Journal de l'Ecole Polytechnique, j'ai fait voir que si, 


72 : . 
entre ñ— 2 et —, il n’y a aucun nombre premier, le 
a 


, x ‘ 7è - 
théorème de M. Bertrand subsiste, pourvu que ; Soit un 


nombre premier. La démonstration n’est en aucune façon 
modifiée ; seulement on ne peut plus conclure ce corol- 
laire, que, si l'indice d’un système conjugué est égal au 
nombre x des lettres, le système est formé par les 
1.2...{7 —1) substütutions de 7 —1 lettres. 

Cette remarque a quelque importance, car 1len résulte 
que le théorème de M. Bertrand comprend celui de Cauchy 
pour le cas de 7 — 6, et rend, par suite, inutile la dé- 
monstration un peu compliquée qui se rapporte à ce cas 
particulier. En effet, si 2 = 6, il n’y a aucun nombre 


‘ I . 72 
premier entre 2 — 2 et —-: mais — ou 3 est un nombre 
2 4 


premier. 
M. Bertrand a démontré aussi, dans son Mémoire, le 
théorème suivant : 


[Ye LAN] . ,» “ . . . 2 

Si l'indice d'un système de substitutions conjuguées, 
formées avec n lettres, n étant > 9, est Supérieur à n, 
cel indice est au moins égal à 2n. 


Plus tard, dans un Mémoire que j'ai présenté à l’Aca- 
démie des Sciences, en 18490, j'ai démontré, sans avoir 
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recours à aucun postulatum, les théorèmes suivants (*): 


1° L'indice d'un système de substitutions conjuguces, 
formées avec 11 lettres, ne peut étre en méme Lerps 
supérieur à 2 et inférieur à n, à moins que n ne Soit 
égal à 4. 

29 Si l'indice d'un système conjugué est précisément 
égal au nombre n des lettres, le système est formé de 
toutes Les substitutions de n — 1 lettres, à moins que n 
ne soit cgal à 6. 

3° Si l'indice d'un système conjugue est supérieur au 
nombre n des lettres, il est au moins égal à 2n, pourvu 
que n soit > 8. 

4° Si l'indice d'un système conjugue, relatif à 
n lettres, est supérieur à on, il est au moins égal à 


AU “1 . 
x ( 1e pourvu que n soit 12. 





Les démonstrationsque j’ai données de ces propositions 
ne laissent rien à désirer sous le rapport de la rigueur. 
Cauchy, de son côté, avait repris la question et il avait 
obtenu d’autres démonstrations des mêmes théorèmes: 
ces démonstrations reposent sur des notions nouvelles 
qui ont une grande importance dans la théorie dont nous 
nous occupons, et que nous ne pouvons passer sous 
silence. Mais nous croyons devoir rappeler d’abord Îles 
considérations dont l’illustre géomètre a fait usage, dans 
son premier Mémoire, pour établir la première des pro- 
positions énoncées dans cet aperçu, ainsi que l’analyse 
ingénieuse et élégante par laquelle M. Bertrand est par- 
venu à démontrer son théorème. 


A à : à ». . , 
445. Taéorëme DE Caucuv. — L'indice d'un sys- 
tème de substitutions conjuguées, formées avec n lettres, 








() Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1" série, t. XV. 
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ne peut étre en méme temps superieur à 2 et inferieur 
au plus grand des nombres premiers qui ne surpassent 
pas n. 


En effet, considérons un système G d’ordre de substi- 
tutions conjuguées formées avec 7 lettres, et soient 


I, S 1 Sr D. CCR | Di 


ces substitutions. Si on les multiplie à gauche, pour fixer 
les idées, par les diverses puissances d’une substitution 
circulaire quelconque T, dont l’ordre p soit un nombre 
premier égal ou inférieur à 7, on formera le tableau 


suivant : 


7, S1 S2 » 2 els Sy 
TNATS. CNET NOTE 
TH RENTES RTS TS 0 


Q 


qui comprendra gp substitutions. Si l'indice — du sys- 
l 


tème G est inférieur à p, on aura up > N, et, en consé- 
quence, on trouvera nécessairement deux substitutions 
égales dans le tableau précédent. Soit donc 


hr T2S 2 


les exposants a et 6 doivent être supposés inégaux, car, si 
l'on avait 6—«, il s’ensuivrait S; = South 
l'égalité précédente on tire 


Te—6 — S; SIT OUT — S; Ses 


le produit S;S7* étant une substitution du système G, dis- 
tincte de l'unité, on voit que ce système renferme néces- 


dut 
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sairement une puissance T* de T'; il contient donc toutes 
les puissances de TT. Mais l’ordre de la substitution cir- 
culaire T étant un nombre premier, cette substitution 
fait partie de la suite des puissances de T*, et en consé- 
quence elle appartient au système G. 

Le système G renferme donc toutes les substitutions 
circulaires d’ordre p, et il s’enswt (n° 430) qu’il com- 


N : k 
rend N ou — substitutions: en d’autres termes, son 
P z: ) ) 


indice est égal à 1 ou à 2. 


446. Taéorime DE M. BertTrann. — L'indice d'un 
système de substitulions conjuguees, formées avec 
n lettres, ne peut étre en méme temps supérieur à 2 et 
inférieur à n. 


Ainsi que nous l’avons déjà dit, M. Bertrand admet 
ce postulatum : Sinest >> 7, 1ily a au moins un nombre 


; à n 
premier COMpTis entl'e — el 1 — 2. 
2 


Cela posé, considérons un système G composé des 
substitutions conjuguées 


PA 


IT, D 5 Ds. hottes Dés 


FRS REIN 
formées avec n lettres, et supposons que l'indice - de ce 
{ 


système soit inférieur à 2. Désignons par p un nombre 
: ; n EME 
premier compris entre ze et 2 — 2,el prenons arbitraire- 


ment p + 2 lettres parmi les x lettres données; formons 
avec p de ces p + 2 lettres une substitution circulaire T 
d'ordre p, et avec les deux lettres restantes une transpo- 
sition Ü. Cela posé, multiplions les substitutions du sys- 
tème G à gauche, par exemple, par les p puissances de T, 
puis les produits obtenus par les deux puissances de U; 
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on formera de cette manière les deux tableaux !: 


| 4 St S 29 15 RU 

F, Ï D1 T5», 9 Téshs 

| TA PAS ART SR , TPS 

| U, US,, To ." PATISER 
UT LT UTS 0 M UTES LAURE 


UTE-1, UIA18, 5 UTS, OS SCUTIRIESS 
dans lesquels on trouve 2pp substitutions. Mais, par 


à : : Carr : à 
hypothèse, p est au moins égal à set u est lui-même 


#- :N Ve 
supérieur à --; donc le nombre de nos substitutions sur- 
rt 


passe N, et, en conséquence, 1l est nécessaire que deux 
d’entre elles soient égales. 

Si ces deux substitutions égales appartiennent au même 
tableau, on aura, par exemple, 


TeS;— "TS, ou UT*S,— UT'S,, 


- 


a et 6 étant deux exposants inégaux, et il en résultera 


nd S; Fe. 
la substitution T*$ appartient done au système G, el 
l’on en conclut, comme dans le précédent théorème, que 
la substitution T fait elle-même partie de ce système. 
Si les deux substitutions égales n’appartiennent pas 
au même tableau, on aura 


SUIS PRES 


car on peut intervertr l’ordre des substitutions U et T 
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qui n'ont pas de lettres communes. De cette égalité on 
tire, à cause de U!'— U, 


TU —S,SS 


d’où 1l résulte que la substitution TEA appartient au 
système G, et il en est de même du carré 


T?—26T) 2 — T23—26 


de cette substitution. La différence 4 —6 peut être nulle, 
et alors la substitution Ü appartient au système G; si 
aæ— 6 n’est pas nulle, la substitution T* appartient 
au système G, ainsi que toutes ses puissances, parmi les- 
quelles figure T, comme dans l'hypothèse précédente. 
Dans ce dernier cas, T et TU appartiennent au sys- 
tème G, il en est de même de U. 

On voit en résumé que l’une au moins des deux sub- 
stitutions T et U appartient au système G. 

Supposons maintenant que l'indice du système pro- 
posé ne se réduise pas à 1, ou que l’ordre de ce système 
ne soit pas égal à N. Alors, parmi les transpositions que 
l'on peut former avec les lettres données, il y en aura 
au moins une qui ne fera pas partie des substitutions du 
système G; nous prendrons pour U cette transposition, 
et, d’après ce qui vient d’être établi, toute substitution 
circulaire T d'ordre p, formée avec celles des 7 — lettres 
données qui ne figurent pas dans Ü, appartiendra au sys- 
tème G. Celles des substitutions de G qui ne déplacent 
pas les deux lettres de la transposition U forment évidem- 
ment un système conjugué G, et, puisque ce système G 
renferme toutes les substitutions circulaires d’ordre p, 
son ordre est égal à 1.2.3...{n7— 2) où à la moitié de 
ce nombre (n° 430). Mais le premier cas ne peut avoir 
lieu, car autrement, l’indice de G étant supérieur à 1, 


S.— Ale. sup. IL 21 
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cet indice serait au moins égal à z (n° 441, Corollaire), 
ce qui est contre l'hypothèse. Donc l’ordre de G est 


1.2.,,.(7 — 2) ES den s 
————) €t, par suite, l'indice de ce systéme est 


A] 


égal à 2. 

Le système G’ n’a ainsi que des substitutions du pre- 
mier genre, et, en conséquence, le système G ne renferme 
aucune des transpositions que l’on peut former avec les 
lettres relatives à G. Désignons par U’ l’une quelconque 
de ces transpositions ëL par Tune substitution circulaire 
d'ordre p qui ne contienne aucune des lettres de U”, 
mais qui, au contraire, renferme les deux lettres de U, 
ou au moins l’une d'elles. Comme la transposition U’ ne 
se trouve pas dans G, la substitution T” appartiendra à 
ce système, comme on l’a vu plus haut, d’où il suit que 
le système G renferme toutes les substitutions circulaires 
d'ordre p que l’on peut former avec les z lettres données; 


; , N £ : ! 
il contient doncles = substitutions du premier genre que 


l’on peut former avec ces lettres. Il est évident d’ailleurs 
que le système G ne peut renfermer d’autres substitutions 
puisqu'il ne possède pas les substitutions du deuxième 
genre formées avec les 7— 2 lettres relatives à G’; done 


l'ordre de ce système est égal à 7 etson indice est égal 
à 2 (PO: 
447. La démonstration précédente subsiste quand il 


. . 7? 
n'existe pas de nombre premier entre — et 7 — 2, pourvu 
2 





(*) On aurait pu tirer immédiatement cette conclusion des proposi- 
tions établies aux n°° 440 et 441; mais il nous a paru convenable de con- 
server dans son intégrité le raisonnement par lequel M. Bertrand a établi 
son théorème, 


4: 


LT 
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7 . . 
que — soit un nombre premier; dans ce cas, on peut 
2 


n . . . 
poser p= =; tel est le cas de 2 —6. Mais, quand il existe 


: . . n 
un nombre premier p effectivement compris entre - et 
2 


n — 2, le raisonnement que nous avons développé peut 
servir à démontrer une proposition nouvelle fort impor- 
tante. Effectivement, pour établir que le système G pos- 
sède l’une au moins des substitutions T et U, il n’est pas 
nécessaire de supposer, comme nous l'avons fait, que l'in- 
dice de G soit inférieur à n ; la même chose a lieu encore 


: : E 4 À 7 
quand cet indice est égal à », pourvu que l’on ait p> =, 
2 


et l’on arrive toujours à cette conséquence que l'indice 
de G'est 5 ou 2. Cet indice ne peut être égal à 2, car il 
en résulterait, comme on l’a vu, que l'indice de G serait 
lui-même égal à 2, ce qui est contre l'hypothèse; l’in- 
dice de G’ est donc égal à 1; mais alors (n° 441, Corol- 
laire) l'indice de G ne peut pas être égal à 7, à moins 
que ce système ne soit formé par les substututions de 
n — 1 lettres. De là résulte le théorème suivant : 


Taéorime. — 591 l'indice d'un système de substitu- 
tions conjuguées est égal au nombre n des lettres, le 
système se compose des 1.2.3...(n—1) substitutions 
formées avec n —1 lettres. 


La démonstration ne s’applique pas aux cas de 
n—3, 4, 5, 6, 7. Le théorème a été démontré par Abel 
pour »—5 (OEuvres complètes, t. 1°", p. r9), et il a lieu 
aussi pour les cas de n—4, 5,7, comme on le verra plus 
loin. Le seul cas de # — 6 fait exception; nous établi- 
rons qu'ilexiste effectivement un système de substitutions 
conjuguées de 6 lettres dont l'indice est égal à 6 et qui 
renferme des substitutions circulaires des ordres 4, 5, 6. 
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Démonstration nouvelle du théorème relatif à la limite 
inférieure des indices plus grands que 2. 


448. Je vais faire connaître actuellement la démons- 
tration par laquelle je suis parvenu à établir directement 
le théorème de M. Bertrand; j'ai publié cette démonstra- 
tion pour la première fois dans le tome XV du Journal 
.de Mathématiques pures et appliquées (1"° série), et je 
l'ai reproduite dans la précédente édition de cet Ouvrage. 
Mais, en la présentant ici, je profiterai des secours que 
m'offrent les propositions établies dans le Chapitre pré- 
cédent, ce qui me permettra d'apporter quelques simpli- 
fications ; la démonstration dont il s’agit sera fondée sur 
deux lemmes que nous établirons d’abord. 


Lemme I. — Soient G un système de substitutions con- 
juguées formées avec n lettres &, &, &:, ..…., an_s, bo, bs, 
et G’ le système conjugué formé avec celles des substi- 
tutions de G qui ne déplacent aucune des deux lettres 
bo, b1. Si les systèmes G et G’ ont un méme indice pr 
supérieur à 1, ON POUITA construire avec les n — 2 let- 


tres do, Ai, =, Ans un système de substitutions conju- 
guces dont l'indice sera 2 d’où il suit que le nombre 
est toujours par. 


Désignons par vetp les ordres respectifs des systèmes G 


apr PC PE EU 
et G’. Les indices de ces systèmes seront MS D 1 


12,5 le 2)) : x 
5 ———— ; comme ils sont égaux, par hypothèse, 
0 


1 


on aura 


Y—An(n— 1)p. 





Posons 
G—1, Si, Sos D39 es So—1 ser Sy 


GET: S 13 S2, S3s “.., Soie 


Li v" We At 
L'ERT 


Re > 
PTT 
à 
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Si l’on représente par T,, T:, ...,T, , des substütutions 
des 7 — » lettres a, le système des up—1.2.3...(n—2) 
substitutions des n — 2 lettres a pourra (n° 425) être 


représenté par 


LE 51 52 , CCR) S 1 
17e ai S 1 T, sre  -) T, D pe=1 9 
(1) 2 RS SRE PSN IC ER 


Mie al a ste lune iblia sa ld als aLvfa) sue ln er +08 + 1 


| Ty, tir 51) Lis 52) PTE Tito: 


et je dis que le système des pv= 1.2...n7 substitutions 
des 7 lettres est compris dans le nouveau tableau 


1, Sa, Ds NTANESAET 
| CANONS Th SDL SN TE SA 
(2) SN ET SET ou T es 15 
AOC NAT EE FAC TEE PRO PAS TER RSR ER SALE ; 
1 EVE Ti 4 Ti: 52) HE" Ty Sy1 9 


où les substitutions T sont les mêmes que dans le ta- 
bleau (1). Il suffit de prouver que ces pv substitutions 
sont distinctes. Si l’on avait 


T; S =>, Tr S j', 


on en conclurait 
Ti 1. 
Ljl — T;S;S; ; 


or les facteurs T sont indépendants de b, et b,, done le 
produit S;S;*, quiest l’une des substitutions S; du sys- 
tème G, ne contient pas D, et à, ; il en résulte que S: fait 
parte du système G'. D'ailleurs l'égalité précédente de- 
vient 
LreA libre 

ce qui n’est pas possible, d'après la manière dont les sub- 
sütutions T ont été choisies pour former le tableau (1). 
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Le tableau (2) renferme donc toutes les substitutions 
des n lettres; or, si l’on applique ces substitutions à 
une permutation quelconque, il y en aura évidemment 
1.2.93...(n— 2) qui transporteront deux lettres quel- 
conques données à deux places déterminées; d’ailleurs, 
les substitutions T ne contenant pas D, et b,, 1l est évi- 
dent que toutes les p substitutions contenues dans une 
même colonne verticale du tableau (2) donneront à 6, 
et à b, les mêmes places; il y aura donc, dans la pre- 
mière ligne horizontale du tableau, c’est-à-dire dans le 
VDS NE 


E 
porteront à, et b, à deux places quelconques et qui, en 


système G, ou p substitutions qui trans- 


conséquence, substitueront ces lettres, dans la permuta- 
tion primitive, à deux lettres quelconques, parmi les- 
quelles à, et b, peuvent se trouver; en particulier il y 
aura précisément p substitutions qui échangeront b, et b, 
entre elles. Si l’on pose 


— (bSS b, } 
ces p substitutions seront de la forme 
' ' w n 
US US US LS 


Sy Dies 9,7 étant des substitutions indépendantes 
de bç et de b,. Aucune de ces substitutions S' ne peut se 
réduire à l'unité, ou plus généralement à l’une des substi- 
tutions du système G'; car, si S; appartenait à G’, et par 
suite à G, comme US: est aussi une substitution de Gil 
en serait de même de U. Je dis que cela.ne peut être; en 
effet, on a vu que les substitutions S; de G peuvent substi- 
tuer D, et b, à deux lettres quelconques, et inversement 
substituer deux lettres quelconques à D, et b,; d’après 
cela, si U appartenait à G, il en serait de même de toutes 
les substitutions de la forme S; US71, c’est-à-dire de 


states Éd an. 2 


L +: 
— 


EAN 172874 ue de 
* 


Lt TR DS Si bite Dé Dé cé ét Sd 


tie Le pit: Cemgris -d 


D D iS. diti 
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toutes les transpositions; l'indice de G serait alors égal 
à 1, ce qui est contre l'hypothèse. 

Cela posé, prenons dans le système G les p substitu- 
tions de G avec les p précédentes, il est évident que les 
20 substitutions obtenues, savoir : 


LE S 4, Sa ae re y Des 


(3) ! ! ! ou 
DS AUS ALES EM ANUISE 


formeront un système conjugué. En effet, les produits 
S:S ; et US; X US'—S'S; appartiennent à G,et, comme 
ils sont indépendants de D, et de D,, ils font partie de la 
première ligne du tableau (3); pareillement le produit 
SX US;=U XS;S;, appartenant à G, fait nécessaire- 
ment partie de la seconde ligne du tableau (3). On peut 
conclure de là que les substitutions 


7; S1) S9 RO Doc 
SAS POST PEN CT 


29 o—1 


(4) 


1? 
forment un système de 2p substitutions conjuguées de 


n — 2 lettres; l'indice de ce système est égal à É, comme 
2 


on l'avait annoncé. 


449. Lemwe Il. — Soient G un système de substitu- 
tions conjuguées, formées avec n lettres a5, @, 42, ..., 
An—m—i) Por O1 se) Om_1, Et G' le système composé de 
celles des substitutions de G qui ne déplacent aucune 
des m lettres b. L'indice de G ne peut étre inférieur à 
l'indice u de G’, et, si on le représente par pu + À, on 
pourra former un système G, de substitutions conju- 
guces de n—m lettres, dont l'indice y, sera égal ou 
inférieur à À, et dont toutes les substitutions seront con- 
tenues dans le système G. 
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En effet, désignons par v l’ordre de G, par p l’ordre 
de G, et posons 


G 1 S1 S 2, ..… D e—1 RC TE De 5 
Cr re S1» De; cs es Sp—1 - 


On formera toutes les substitutions des 7 — m lettres a 
en mulupliant les substitutions de G/ par des substitu- 
tions 

QU PRO PR RL 1 


indépendantes des lettres à. Si l’on multiplie de même le 
système G par ces substitutions T, on formera les uy 


produits 
Y, S1 S2 ® L] Diets ss Sy—15 
Lis T, S4 T, So» 3 1, Dp— 19 ; T, NT 


A {he D 1 kr) 99) .….., Len Sp—19 .….., Le Meur: 


et l’on peut démontrer, comme dans la proposition pré- 
cédente, que ces pv substitutions sont distinctes, d’où il 
suit que l’indice de G n’est pas inférieur à uw. Mais cet 
indice étant a + À, et À n'étant pas nul, le tableau (1) 
n'embrasse pas toutes les substitutions des 7 lettres. 
On formera les Av substitutions manquantes, en multi- 


pliant le système G par certaines substitutions 
ju , qe , ...) Le 


qui dépendront toutes des lettres D, et l’on aura ainsi le 
tableau suivant, complémentaire du tableau (1) : 
| TA TS AT Sao 2 #00 TS DOUTE 


(2) { té itË S1 TE Se; CE HR Spots …….. 1h Sy ts 


2:10 D10, 2041410. 1881 Ds. es «Pre C6 CCE TER AE CDS T7 ACT 2 CT LS 
FORTIS rt a MAN 
| T,, 91: l; 2 se.) 142 Do—1) 09 T, Sy 


: ER 
\ 
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LE 


Cela posé, les substitutions du tableau (1) sont insuffi- 
santes pour transporter les m lettres b à m places quel- 
conques dans une permutation prise à volonté; car, si le 
contraire avait lieu, toute substitution des » lettres pour- 
rait se réaliser en effectuant d’abord une substitutionS, 
qui amènerait les lettres à aux places voulues, après 
quoi 1l resterait à faire une substitution des lettres a qui 
équivaut à l’une des substitutions du système G’ suivie 
d’une substitution T; le tableau (1) renfermerait donc 
toutes les substitutions des 7 lettres, ce qui est contre 
l'hypothèse. Il résulte de là que, dans une permutation 
des x lettres données, on peut assigner m places aux- 
quelles il est impossible de faire arriver respectivement 
les m lettres b, par le moyen de l’une des substitutions (1); 
mais, comme il existe évidemment 1.2.3...(n—m) sub- 
stitutions différentes qui peuvent produire cet effet, 1l 
faut que ces substitutions soient toutes contenues dans 
le tableau (2). Si donc on applique les substitutions (2) 


à la permutation 
TA, 


parmi les Ày permutations obtenues, il y en aura 
1.2.3...(7 —m) 


dans lesquelles chacune des m lettres b occupera la même 
place. Or, en opérant ainsi, il est évident qu’on applique 
à la permutation A les substitutions obtenues en multi- 
pliant le système 


ryv 1 Clé rg° OT nee ù rl — 
neue A BONE me NES, H Eirf, 
qui est semblable à G, par les substitutions 


rm 1 " T/—1 1 TA, 
0 RE EN MONA NH AE LU M 


donc le système G lui-même est tel, que si l’on mul- 


330 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


plie ses substitutions par À substitutions 
OU EU NICE 
convenablement choisies, les produits obtenus 


1 S4 So; 4 DO ET 
! U, U;, S1, U, Sa, peer U; Se; 
MO POUR Sue el oo) pe see» ee fer este 


Us, is Ss, US, ..., Ds 


ns, 
D 
Re 


comprendront les 1.2.3...(7—m) substitutions qui 

ne déplacent pas #2 certaines lettres; je désignerai par 
LA 

b,, b,,...,b,, ces mlettres, et par 4,000 

les 7 — sn autres. Soient 


! ! 
HS RARES 


ei —1 


les p, substitutions de G qui ne déplacent pas les m 
lettres b', on obtiendra le système de toutes les 


1.2.3...(7 —m) 


substitutions des lettres a', en multipliant G, par cer- 
taines substitutions indépendantes des lettres D, qui 
feront évidemment partie des facteurs 1, U;,, Us, ..., 
U;_,, et que l’on peut représenter par 


I; U,;, U,, oies U; 543 
alors on aura 


RiPi = 2:07 UN 


et le nombre p1,, égal ou inférieur à À, exprimera l’indice 
du système G, dont toutes les substitutions sont con- 
tenues dans G. 


450. Ces lemmes établis, nous passons à la démons- 
tration des théorèmes que nous avons en vue. 


SECTION IV. — CHAPITRE III. nie dc 


Taéorëme I. — Le nombre n étant impair, si l'indice 
d'un système de substitutions conjuguees, formées avec 
n lettres, est plus grand que 2, cet indice est égal ou 
supérieur à n; et, quand il est égal à n, Le système con- 
jugué est composé de toutes les substitutions que L'on 
peut former avec n — 1 lettres. 


Le théorème est évident dans le cas de 7 —3 ; car, l’in- 
dice du système étant supérieur à 2, il est nécessairement 
égal ou supérieur à 3. En outre, si cet indice est égal à 3, 
1439 





l'ordre du système est ou 2, qui est un nombre pre- 


mier. Le système est alors formé des deux puissances 
d’une substitution circulaire du deuxième ordre, c’est- 
à-dire d’une transposition. 

Il résulte de là que, pour établir le théorème énoncé 
dans toute sa généralité, il suffit de prouver que, s’il a 
heu pour nr = »’, il subsiste aussi pour 7 = n!+ 2. En 
d’autres termes, nous pouvons admettre que le théorème 
a lieu quand on remplace, dans son énoncé, n par n—», 
le nombre n étant un nombre impair, au moins égal à 5. 

Soient G le système conjugué donné dont nous suppo- 
sons l'indice supérieur à 2, et G le système conjugué 
composé de celles des substitutions de G quine déplacent 
pas deux lettres choisies arbitrairement parmi les z lettres 
données. D’après ce que nous admettons, l'indice de G’ 
ne peut être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 
n — 2; cet indice sera donc l’un des cinq nombres 


1,2, 2—92, N—1, A, 


ou bien il sera supérieur à #, auquel cas l'indice de G 
sera lui-même plus grand que 7. Nous allons examiner 
successivement ces cinq hypothèses. 


1° L'indice de G' est 1. — Comme, par hypothèse, l’in- 
dice de G n’est pas 1, cet indice est égal (n° 440 et 441, 
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. “ TL \ TU 
Corollaires) à l’un des nombres », AE DA? n(n—1), 
2 


et en outre, si cet indice est égal à n, le système G est 
composé de toutes les substitutions de 7 — 1 lettres. 


2° L'indice de G' est 2.— Dans ce cas, l'indice de G, 

? » ’ , 
qu'on suppose différent de 2, est l’un des nombres 2, 
n(n—1), on(n—1) (n%440et 44 ); il est donc supé- 
rieur à 2. 

3° L'indice Gest n— 2.— Dans ce cas, l'indice de G 

> 

ne peut être égal à 7— 9, d’après le lemme I (n° 448), 
parce que 2 — 2 est un nombre impair. Si l'indice de G 
est égal à #7—1 ou à 7, on pourra former, d’après le 
lemme IL (n° 449), un système conjugué de substitutions 
de 7 —2 lettres, dont l'indice sera 1 ou 2 et dont toutes 
les substitutions seront contenues dans G; on rentre donc 
dans l’une des deux hypothèses précédentes, quand l’in- 
dice de G n'est pas supérieur à 7. 


4° L'indice de G'estn—1.—Dans ce cas, l'indice de G 
ne peut être 2z—1; car, sicetindice était 2—1, On pour- 
rat former, d’après le lemme 1, un système conjugué de 
AH 





« 


substitutions de z— 2 lettres, dont l'indice serait 


n — 


Or, si n est >5, le nombre est supérieur à 2 et 





9 


il est inférieur à — 2; nous admettons d’ailleurs que 
l'indice d’un système conjugué relatif à 7 — 2 lettres 
ne peut être en même temps supérieur à 2 et inférieur à 
n— 2; donc l'hypothèse que nous discutons en ce mo- 
ment est inadmissible quand 2 est supérieur à 5. Mais elle 
l'est aussi lorsque 7 — à, car dans ce cas l’indice de G 
ne peut pas être supposé égal à 2 —:1=— 4, puisque 4 
n'est pas un diviseur du produit 1.2.3. 

L'indice de G, s’iln’est pas supérieur à », est donc égal 
à n; mais alors, d’après le lemme IT, on pourra former 


SECTION IV. — CHAPITRE III. 333 


un système conjugué de substitutions de 7 — 2 lettres, 
ayant 1 pour indice et dont toutes les substitutions seront 
contenues dans G. On rentre ainsi dans la première des 
hypothèses que nous venons d'examiner. 


5o L'indice de G' est n.—Dans ce cas, l'indice de G est 
nécessairement supérieur à 2; car, d’après le lemme Î, 
cet indice ne peut être égal à x, puisque » est un nombre 
impair. 

On conclut de là que l’indice de G supposé plus grand 
que 2 ne peut être en aucun cas inférieur à 72, et que si 
cet indice est égal à », le système G est formé par les 
substitutions de 7 — 1 lettres. 


451. Tuéorkme Îl. — Le nombre n étant pair, si 
l'indice d'un système de substitutions conjuguces for- 
mées avec n lettres est plus grand que 2, cet indice est 
égal ou supérieur à n, le cas de n = 4 étant excepté. 
Et, si l'indice du système est précisément égal à n, celu- 
ci est composé de toutes les substitutions formées avec 
n —1 lettres, le seul cas de n — 6 étant excepté. 


Soient G le système conjugué donné, et G, le système 
conjugué formé par celles des substitutions de G qui ne 
déplacent pas une lettre choisie arbitrairement parmi les 
lettres données. Nous supposons que l'indice de G est su- 
périeur à 2; quant à l'indice de G, qui se rapporte à 
n—1 lettres seulement, ilne peut, d'après ce qui précède, 
être en même temps supérieur à 2 et inférieur à n—1, 
puisque z— 1 est un nombre impair. Cet indice de G, 
sera donc l’un des nombres 


1, 2, 2—1, 2, 


ou bien il sera supérieur à x, et, dans ce cas, l’indice 
de G sera lui-même plus grand que n. Nous allons exa- 
miner les quatre hypothèses précédentes : 


334 COURS D'ALGÈEBRE SUPÉRIEURE. 


1° L'indice de G, est 1. — Dans ce cas, l'indice de G 
est égal à » (n° 440, Corollaire), puisqu'on suppose cet 
indice différent de r. 


2° L'indice de G, est 2. — Dans ce cas, l'indice de G 
est égal à 2n (n° 440), puisqu'on le suppose différent 
de 2. 

3° L'indice de Gs estn—1. — Dans ce cas, comme 
n—1 est impair, le système G, (n° 450) est formé par 
toutes les substitutions de 7 — 2 lettres, et son indice, 
qui est plus grand que 1, est égal (n°° 440 et 441) à l’un 
n(n—1) 


\ 


des nombres 7, » n(n7— 1), pourvu cependant 


quensoit >4('). En outre, cet indice ne peut être 
égal à 7 que dans le cas où G renferme toutes les substi- 
tutions de 7 —1 lettres. 


4° L'indice de G, est n. — Alors l'indice de G est 
égal ou supérieur à 7 ; 1] nous reste à examiner le cas où 
cet indice est précisément égal à 7. 

Remarquons d’abord que la première partie du théo- 
rème énoncé se trouve établie par ce qui précède, savoir: 
Si le nombre pair n est supérieur à 4, l'indice d’un 
système COnJUgUÉ, relatif à n lettres, ne peut étre à la 
fois supérieur à 2 et inférieur à n. Dans ce qui va sui- 
vre, nous supposerons 7 —2 >4, et, par suite, n >6. 
Désignons par G’le système conjugué formé par celles 
des substitutions de G, qui ne déplacent pas l’une des 
n—1 lettres relatives à Gs, lettre qui peut d’ailleurs 
être choisie à volonté. L'indice de G’ ne peut être à la 
fois supérieur à 2 et inférieur à 2 — 2, d’ailleurs il n’est 
pas supérieur à 2; donc il a pour valeur l’un des cinq 





(*) Nous avons vu (n° 439) qu'on peut former avec quatre lettres un 
système de substitutions conjuguées dont l'ordre est 8 et dont l'indice est 
conséquemment égal à 3. 
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nombres 1, 2, 2—92,n—1, 7. Le cas où cet indice 
serait l’un des nombres 2— 2, nr — 1 se ramène immé- 
diatement, par le lemme IT, au cas où 1l serait 1 ou 2; 
or je dis que ce dernier cas ne peut avoir lieu; car, si 
l'indice de G’ est 1 ou 2, l'indice de G, sera nécessaire- 
ment l’un des nombres 1, 2, (r7—1), 2(7—1) (n° 440) 
dont aucun ne peut être égal à 7. L'indice de G'est donc 
égal à 2; mais alors, d’après le lemme I, on pourrait for- 
mer un système conjugué de substitutions de 7 — 2 let- 


. . s 7e . . ‘ . 
tres, dont l'indice serait 5° ce qui est impossible, puis- 
que l’on a 


72 
EE nee : 


Donc notre dernière hypothèse est inadmissible, si le 
nombre 7 est supérieur à 6. Elle peut au contraire avoir 
lieu quand » — 6, ainsi que nous allons l’établir; mais 
elle est impossible quand 7=— 4, puisque, 4 n'étant pas 
un diviseur du produit 1.2.3, l'indice de G ne peut pas 
être égal à 4. Ainsi le cas de 7 — 6 constitue la seule ex- 
ception à la deuxième partie de notre théorème, 


Du système conjugue d'indice 6 qui comprend 120 sub- 
stitutions de six lettres, et qui n’est pas formé par les 
120 substitutions de cing lettres. 


452. Il résulte de la démonstration précédente que, si 
un tel système existe, celles de ses substitutions qui ne 
déplacent pas deux lettres quelconques forment un sys- 
tème conjugué de substitutions de quatre lettres, dont 
l'indice est 6, et dont l’ordre est, en conséquence, 
ra 4 

6 


outre l'unité, que des substitutions circulaires du qua= 


ou 4. Ce système d’ordre 4 ne peut renfermer, 
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trième ordre, des substitutions régulières du deuxième 
ordre formées de deux cycles, ou des transpositions. Mais 
il ne saurait y avoir de transpositions, car le système en- 
tier des substitutions des six lettres n’en saurait contenir, 
comme on l'a vu dans la démonstration du lemme du 
n° 448, lemme qui embrasse le cas que nous considérons 
ici. Si le système d’ordre 4 dont il est question n’est pas 
composé des quatre puissances d’une substitution circu- 
laire du quatrième ordre, il comprendra, outre l'unité, 
les trois substitutions régulières que l'on peut former 
avec les quatre lettres; donc on y trouvera, dans tous les 
cas, une substitution régulière formée de deux transposi- 
tions. Et, comme il y a quinze combinaisons de six lettres 
quatre à quatre, le système conjugué G dont nous nous 
occupons doitcomprendre quinze substitutionsrégulières 
formées chacune de deux transpositions. Or deux substi- 
tutions de cette espèce qui auraient un cycle commun et 
une troisième lettre commune ne peuvent figurer dans G, 
car le produit de deuxtelles substitutions est évidemment 
une substitution circulaire du troisième ordre; done, si 
l'on distribue les quinze transpositions des six lettres en 
cinq groupes de trois transpositions, de telle manière que 
les six lettres figurent dans les trois transpositions d’un 
même groupe, on obtiendra les quinze substitutions ré- 
gulières de G, en faisant les produits deux à deux des 
transpositions contenues dans un même groupe. Toute 
autre substitution régulière de la même espèce a néces- 
sairement un cycle commun et une troisième lettre com- 
mune avec l’une des quinze dont nous venons de parler, 
et par conséquent elle ne peut pas être contenue dans G:; 
ainsi ce système ne renferme pas les trois substitutions 
régulières formées avec les quatre mêmes lettres, et, par 
suite, il contient une substitution circulaire de ces quatre 
lettres. 
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Soient 
AND IC ASE 


les lettres données, et supposons que le système G ren- 
ferme les puissances de la substitution circulaire 


Les (a, b, C, d). 


Le même système doit renfermer une substitution cireu- 
laire Ü;, formée avec les quatre lettres &, b,c,e; on peut 
supposer que & soit mis au premier rang dans U,; mais 
alors c ne pourra occuper la troisième place, car, si cela 
avait lieu, le produit des deux substitutions régulières U? 
et U°, qui auraient un facteur (a, c) commun, ne con- 
tiendrait que deux transpositions ayant une lettre com- 
mune D, et 1l se réduirait à une substitution circulaire 
du troisième ordre, laquelle ne peut figurer dans G. Il 
faut donc que c occupe dans Ü, la deuxième ou la qua- 
trième place, et alors 1l occupera dans U° la quatrième 
ou la deuxième. J'appellerai U, celle de ces deux substitu- 
tions dans laquelle c occupe la quatrième place: on aura 


donc | 
D 2 0 aol fa) 260 a: 


pareïllement, le système G renferme deux substitutions 
circulaires du quatrième ordre dont chacune est le cube 
de l’autre, et qui sont formées avec les quatre lettres a, 
b, c, f; je désignerai par U, celle de ces substitutions 
dans laquelle c occupe la deuxième place, et l’on aura 


Url Aa Roule (2;:c.0,.f). 


Mais, si l’on prend la première valeur de U,, il faudra 
prendre la deuxième valeur de U,, et inversement, car 
autrement U? et U° auraient unetransposition commune, 
etleur produit se réduirait à une substitution circulaire 
du troisième ordre. Rien ne distinguant jusqu'ici les let- 


S. — Alg. sup., IL 22 


338 COURS D ALGEBRE SUPÉRIEURE. 
tres e et f, nous ferons 
Er (a, biere Us a cs ET 


Cela posé, en appliquant successivement les substitu- 
tions Ü, U,, U: àune permutation quelconque, on trouve 


Ua, 6 "07/80 
UUU = (a, €, b, €, d, ae 


On voit donc que le système G renferme les trois substi- 
tutions circulaires 


U={a,b,e,d),/, T={a,e,c,d, bd) NSNA RES 


des ordres respectifs 4, 5, 6; ce système s’obtiendra donc 
en multipliant à droite ou à gauche, mais toujours de la 
même manière, les puissances de U par celles de T, puis 
les résultats obtenus par celles de S. En opérant ainsi, on 
formera bien 6%<5 X4 ou 120 substitutions distinctes, 
car 1l est évident que deux produits, tels que S*T/Uï, 
SXT/UŸ, ne peuvent être égaux, à moins que l’on n'ait 
K=k,j =}, =1i. Mais il reste à faire voir -queces 
120 substitutions constituent réellement un système con- 
Jugué. 

En premier lieu, les systèmes conjugués formés l’un 
avec les puissances de U, l’autre avec les puissances de T, 
sont échangeables entre eux. On a effectivement 


UTU74 = 1723 V'TUP=T' QU TUER— 


c’est-à-dire 
UT TR 


et, en élevant à la puissance y, 
VTUTES Tree d'où U”Tr—Tr"? Ur; 


ces deuxsystèmes fournissent donc, par la mulüplication, 
un système conjugué de 20 substitutions relatives à cinq 


ES 


” Sins ns LA: 


SECTION IV. — CHAPITRE III. 33% 


lettres; en mettant 46, @ à, 43, a, au lieu dee, c, d, 

b, a, on ferait coïncider ce système avec celui que nous 
, 3 

avons rencontré au n° 436. 


En second lieu, le système conjugué 
LE P;, P;, Sue 227 P:, 


dont nous venons de parler, est échangeable avec le sys- 
tème conjugué formé par les puissances de S. D'abord, il 
est facile de vérifier que, quel que soitr, on peut trouver 
un entier m tel, que chacune des substitutions 


SATSE S2US’7 


se réduise à l’une des substitutions P. Le nombre m se 
détermine facilement par la condition que les substitu- 
tions que nous venons d'écrire ne contiennent pas la 
lettre f, et l’on trouve 


or LUr== UT; SUIS TU = "UT 

SES Te, SUSPENSE DUT 

DIS EUX SEUSTESTAUTESEPT?, 

RU = UT RE SUS EU? UT, 
ne TU EU TP ESUST=U? 


On a donc, quel que soit », 


S7 TS — P,, St US’ — Ps 
ou G 
TS? — St P: ISA ED EE pe 


met ayant des valeurs convenables. Il résulte de là que 
tout produit de la forme P;S’ peut être ramené à la 
forme S*P;; en effet, P; estun produit composé de fac- 
teurs T et de facteurs U, et, d’après ce qui précède, on 
peut faire avancer successivement S° d’un rang vers la 
gauche, en modifiant chaque fois convenablement l’expo- 
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sant y; après avoir répété cette opération plusieurs fois, 
il est clair que PS" se trouvera remplacé par une expres- 
sion de la forme S*P;. Le système des substitutions P et 
celui des puissances de S étant échangeables entre eux, 
on obtiendra, en les multipliant l’un par l’autre, un sys- 
tème conjugué d'ordre 24 X 5 = 120 ou d'indice 6. 

Il importe de remarquer aussi que le système dont 
nous venons de prouver l'existence comprend des substi- 
tutions du premier genre et des substitutions du deuxième 
genre en nombre égal. En conséquence, les substitutions 
du premier genre constitueront un système conjugué 
d'ordre 60 et dont l'indice sera égal à 12. 


Des systèmes transitifs de substitutions conjuguees. 
Le 


453. Lorsque les substitutions d’un système conjugué 
permettent de substituer successivement l’une des lettres 
à chacune des autres, le système est dit transitif. A est 
intransitif dans le cas contraire. Cette distinction des 
systèmes conjugués en transitifs et intransitifs est due à 
Cauchy; elle a une très-grande importance dans la théo- 
rie qui nous occupe. 

Plus généralement, si les substitutions d'un système 
eonjugué permettent de substituer m» des lettres données 
à mm lettres quelconques, nous dirons que le système est 
fois transitif. 

Siun système de substitutions conjuguées est mm fois 
transitif, les substitutions du système permettent de sub- 
stituer 72 lettres quelconques à m lettres quelconques. En 
elfet, le système proposé étant supposé 72 fois transitif, 
ily a mn lettres a, &s, ..., a», qu'on peut substituer à 
-m autres quelconques b,, b», ..., b, distinctes ou non 
des premières. Réciproquement, les substitutions du sys- 
tème permettent de remplacer 4,, &s, ..., am par b4, 





À 
+ 
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bs, .…, bm, et, en conséquence, elles peuvent substituer 
ces dernières lettres à m lettres quelconques. 

Il est évident que le système de toutes les substitutions 
formées avec n lettres est —1 fois transitif, et que le 
système qui comprend toutes les substitutions du pre- 
mier genre formées avec les mêmes lettres est 2 — 2 fois 
transitif. 

On voit aussi qu’un système de substitutions conju- 
guées formées avec z lettres est transitif, quand il ren- 
ferme une substitution circulaire d’ordre 7; mais cette 
condition n’est pas nécessaire. En général, un système 
conjugué de substitutions de 7 lettres est m fois transi- 
üif, quand 1l renferme m substitutions circulaires des 


ordres respectifs 2, 2—1, ..., nm — m +1. Par exemple, 


le système d'indice 6, dont nous nous sommes occupé au 
n° 492 et qui est composé de 120 substitutions conju- 
guées de six lettres, est trois fois transitif, car il admet 
trois substitutions circulaires des ordres respectifs 6, 5,4. 


494. TaéorëmEe [. — L'ordre d’un système m fois 
transitif, de subsiitutions conjuguées de n lettres, est un 
multiple de n(n—1)...(n—m+:1),en d'autres termes, 
l'indice du système est un diviseur du produit 


1.2.3...(n— m). 


En effet, soient A,,A,,A:,...lesn(n—1)...(n7—m+1 
? , ? ? 

arrangements 72 à 7 que l’on peut former avec les 

n lettres données, et 


S 9) Si: Ss, .…... Soi 


selles des substitutions du système proposé G qui rem- 
placent les lettres de l’arrangement A; par celles qui 
occupent respectivement les mêmes rangs dans À ;. Dési- 
gnons, en outre, par T l’une des substitutions de G qui 
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remplacent les lettres de À; par celles de Az, il est clair 
que les p substitutions 


TS TS TSI 


remplaceront les lettres de À; par celles de A4. Le nombre 
des substitutions qui remplacent A; par À; ne peut donc 
être moindre que le nombre de celles quiremplacent A; 
par À;, et réciproquement ce dernier nombre ne peut 
être inférieur au premier. 

Il résulte de là qu'il y a, dans le système proposé, un 
même nombre p de substitutions qui remplacent l’arran- 
gement donné À; par chacun des arrangements A;,, A,, 
A5, .... 51 donc on appelle y l’ordre du système G, on 
aura 

p—ninr—1)...(r—m+I1) Xe, 


et l'indice du système sera 


N 1200072 1.2.3...(2—m) 











| Ê P S p 
Cet indice est, en conséquence, un diviseur du produit 
1.2.3...(n—m) et l’on voit en outre qu'il est égal à 
l'indice du système conjugué formé par lesp substitutions 
qui remplacent l’un des arrangements À; par lui-même. 


De là résulte la proposition suivante : 


CoroLLAIRE. — Si un système G de substitutions con- 
juguées est m fois transitif, celles des substitutions de G 
qui laissent immobiles m lettres choisies à volonté for- 
ment un système conjugué & dont l’indice est égal à 


l'indice de G. 


455. Taéorime Il — Un système de substitutions 
conjuguées dont l'indice est supérieur à 2 ne peut étre 
m fois transitif, s’il renferme une substitution qui ne de- 
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place quei lettres, le nombre à étant supposé égal ou 
inférieur à m. 

En effet, supposons que le système proposé G renferme 
une substitution S qui ne déplace que : lettres; le nom- 
bre m étant au moins égal à r, et le système G étant m fois 
transitif, ce système renferme une substitution T qui 
remplace les z lettres contenues dans S pari lettres choi- 
sies arbitrairement; par conséquent, 1l renferme aussi 
la substitution TST-!', qui est une substitution quel- 
conque semblable à S. 

La substitution S étant décomposée en cycles, soit 


S EEE CC; GC, …, 
et formons la substitution semblable 
SC CICR 


le produit 
S'S — C'C 


appartiendra au système G. Si l’ordre p du cycle C est 
supérieur à 2 et que l’on ait 

C—= Pas Ajy Ans +.) A9) CRETAT 
nous ferons 

Cr (&o, Ay—1» A2 y) .., dy, das C1» 32) 
et nous aurons 
SS’ = (&, do, a). 
Le cas de u— 3 est compris dans ce qui précède : on a 
alors C’— C; mais, si u — 2 et que l’on ait 
QG (os ai), 


comme il y a au moins une lettre &, non contenue dans, 


nous ferons 
C' = (ai; G) 
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et nous aurons encore 
SS’ — (49,49, A}: 


Ainsi, dans tous les cas, G renferme une substitution 
circulaire du troisième ordre; donc, si mn est égalou supé- 
rieur à 3, G renferme toutes les substitutions circulaires 
de troisième ordre, et en conséquence son indice est égal 
à 1 ou 2 (n° 430). 

Le cas de m = 2 échappe à cette analyse; mais, dans 
ce cas, le système G contient par hypothèse une des 
transpositions formées avec les lettres données; done il 
les renferme toutes et son indice est égal à 1. 


CoROLLAIRE.— Un système de substitutions conjuguées 
doublement transitif, dont l’indice est supérieur à 2, ne 
renfermeaucune transposition; pareillement, un système 
triplement transitif, dont l'indice est supérieur à 2, ne 
renferme aucune transposition et aucune substitution 
circulaire de trois lettres. 


456. Taéorëme [I.— 9% l'indice d’un système m fois 
transitif de substitutions conjuguées formées avec n 
lettres est supérieur à 2, cet indice est un multiple du 
produit 1.2.3...m. 


En effet, soient 


As A;, À», on Au 
les 
MES SNS Pen 


permutations formées avec 2 des lettres données choisies 
arbitrairement, et 


1, T;, PE …., Ts 
les M substitutions de ces mêmes lettres. Soient aussi 


1; 4 2 set Sg—1 


LES sh 


«: 


Na be: : 
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celles des substitutions du système proposé G qui ne dé- 
placent pas les m2 lettres que nous venons de choisir, et 
qui, en conséquence, remplacent l’arrangement A, par 
lui-même. Il y a dans le système G, comme on l’a vu dans 
la démonstration du théorème I (n° 454), p substitu- 
tions susceptibles de remplacer les #2 lettres de A, par 
celles qui occupent les mêmes rangs dans A;; mais, pour 
exécuter une telle substitution, 1l suffit évidemment de 
faire d’abord une substitution du système T qui amènera 
les m lettres de À; aux places voulues, après quotil restera 
seulement à exécuter une substitution S’ de 7 — m let- 
tres. D'ailleurs, les deux substitutions que nous em- 
ployons sontéchangeables entre elles, puisqu'elles n’ont 
pas de lettres communes, et les bM substitutions, dis- 
tinctes du système G, qui sont susceptibles de remplacer 
l’un des arrangements À par un autre arrangement formé 
des mêmes lettres, peuvent être représentées par 


I, S1» DS Qi ailars SET 
TS, TS, 4 OCT ANSE arr 
SP, LS DRASS 
te a PAPE RATE s 
MST), (Ta SUD CERN À AVE e LE 


où 5}? désigne généralement des substitutions qui ne dé- 
pendent pas des m lettres contenues dans les arrange- 
ments À. Le produit de deux quelconques de ces substi- 
tutions appartient au système G; d’ailleurs 1l est de la 
forme T;S/, S'étant indépendant des mn lettres contenues 
dans À; donc 1l fait nécessairement partie du tableau 
précédent ; 1} en résulte que les Mo substitutions de ce 
tableau forment un système conjugué. On voit en outre 
que les substitutions S, qui figurent comme facteurs 
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dans deux substitutions de ce système, ne peuvent être 
égales entre elles; en effet, il est évident que, si 7 =1, on 
ne peut trouver dans notre tableau les deux substitutions 
TS et T,S, et la même chose a lieu si est différent de 1, 
car autrement on trouverait aussi(T';S)(T;S) "1 ouT;T;*, 
ce qui est impossible d’après le théorème IT (n° 455), 
puisque cette substitution ne déplace que m lettres au 
plus. En conséquence, les Mb facteurs S du précédent 
tableau, savoir : 


T; S4, S9 PE ON) Sp—19 
si, su), S(1) s(1) 


9 » CAGE : e—1? 


(9 9 ,(9 
SPL NE SE OS ANNEE IE 2 


6e s 6,5 see eo. 0e e-S/e e co ets » + eee ee 


G(M—1) G(N—1) S(M—1) 
1 


s CRAURLE REP RE 
constituent un système de Mp substitutions conjuguées 
formées avec r — m lettres ; l’ordre Mp de ce système est 
donc un diviseur du produit 1.2.3...(7—m), et l’on a 


12/9 IE VTe) 


P 


Or, par le théorème I (n° 456), le premier membre de 
cette égalité est précisément l'indice du système G; cet 
indice est donc un multiple de 1.2...mm. 


Remarque. — Le théorème que nous venons d'établir 
comprend, comme cas particulier, la proposition que 
nous avons présentée au n° 448 à titre de lemme. On 
peut effectivement conclure de ce qui précède le corol- 
laire suivant : | 


CororLAIRE. — Si un système de substitutions conju- 
guées formées avec n lettres est m fois transitif, et que 
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,. . \ . pire 4 ÿ 
l'indice u de ce système soit supérieur à 2, on peut for- 
mer un système de substitutions conjuguces de n--m 


lettres dont L ‘indice est La » ie HE 
Ti cn 
457. Tuéorëme IV. — Un système de substitutions 


conjuguées de n lettres, dont l'indice est supérieur à 2, 


ne peut étre plus de É fois transitif (\). 


En effet, quand l'indice uw d’un système mn fois transitif 
de substitutions formées avec n lettres est supérieur à 2, 
cet indice est en même temps un multiple de 1.2...m et 
un diviseur de 1.2.3...(7—m). On ne peut donc pas 
avoir 


n 
m>n—m Ou LD 


On peut même ajouter que : Si n est supérieur à 6, 
il n'existe point de système de substitutions coujuguées 
formées avec n lettres dont l’indice soit supérieur à 2, 


. . ñ 1] L2 . . 
et qui soit 7. fois transitif. 


En effet, si un tel système existe, désignons-le par Get 
soit T l’une de ses substitutions. Supposons que la sub- 


: : ñ 
stitution T remplace les = lettres 


os As ns +, gr ) Le 
er — —1 
2 2 


par 


! 
AA PE eu CRUE CAEN TE: SRRLE 





(*) Ce théorème a été démontré par M. Émile Mathieu dans un Mé- 
moire qui fait partie du tome V du Journal de Mathématiques pures et 
appliquées (2° série); M. Mathieu a également démontré le théorème IL 
dans ze Mémoire. 
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le système G renferme une substitution U qui remplace 


ces — dernières lettres par 


DIS 


dos Ai, A, ..., An , b 


’ G 2 77 , 
b étant une lettre différente des lettres «a dont est formé 
#À 


le premier arrangement; la substitution UT =S ne se 

réduit pas à l’unité et elle ne déplace pas les lettres 

ps Ai, -.., 4, à; donc le système G renferme une sub- 
— 2 sé 


» 


A 


PE , , ri 
stitution qui ne déplace que - + 1 lettres. 
> 
Décomposons cette substitution S en cycles, et soit 
S — CC, G ste 


siT désigneunesubstitution quelconquedeG, TST-1:=S/ 
sera une substitution de G semblable à S; posons 


SIC CACHE, 


ù n 
Comme S et S/ ne renferment que - +1 lettres, on peut 
7; 
choisir T de manière que l’on ait 
UT Mo [Are à g | 
CE CT MCE CR 


on aura alors 
SOS CUS 


La substitution SS’ appartient à G, et l’on peut même 
choisir à volonté les lettres de C’, à l'exception d’une 
seule. Supposons que l’on ait 


Ge, y, og so ai). 


S11— 2, Cseréduit à (a, a), C’ sera de la forme (b,, b;), 
en choisissant l’une des lettres 4, b, parmi celles qui 
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ne figurent pas dans S ; la substitution SS’ ne déplaçant 
au plus que quatre lettres, on a nécessairement (n° 455) 


DIS 


te IV ou) 17 D. 


S1itest > 2, on peut faire 


NROLS . 
C — (&5; b, dj) jo; ser $ G2); 


9 


on n'est pas libre du choix de b; si cette lettre diffère 
de a,, le produit SS’ ou CC est (as, b)(a,, a), et l’on 
conclut, comme précédemment, que 7 est au u plus égal 
à 6. Si la lettre D n’est autre que a,, on a 


AT/QUEILT EE 
SS —= | is Œo; & ), 


ce qui ne peut avoir lieu que dans le cas de 7 = 4, où 
l’indice du système deux fois transitif est 2. 


Des expressions susceptibles de représenter l'indice 
d'un système intransitif. 


458. Soient G un système intransitif de substitutions 
conjuguées de » lettres, et 


Has de ras Cl 


les lettres que a, peut remplacer par les substitutions 
de G. Sia;eta; désignent deux quelconques de ceslettres, 
le système G renfermera deux substitutions telles que 


Cas fie 

9 < 
Æjs ve ie. , 
or le produit de la deuxième substitution par l'inverse 
de la première. a pour effet de remplacer la lettre aj par 
; : donc les substitutions de G peuvent transporter l’une 
quelconque des lettres a à la place d’une autre lettre quel- 


conque du même groupe. Réciproquement, toute lettre 
susceptible de remplacer une lettre a; par les substi- 


350 COURS D'ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


tutions de G appartient au même groupe; car, si la 
lettre a peut remplacer a;, par une substitution de G, 
cette substitution, combinée avec l’une des précédentes, 
permettra de remplacer a par a, et, conséquemment, la 
lettre a fait partie du groupe considéré. 

Soit b, l’une des lettres données non comprises dans 
le groupe précédent; le raisonnement que nous venons 
de faire prouve que D, fait partie d’un deuxième groupe 


de lettres 
b,, b;, + de, 


qui ne peuvent que s’échanger entre elles par les substi- 
tutions de G,et, en continuant ainsi, on voit que les 7 let- 
tres données peuvent être partagées en divers groupes 


Ai OR ELES 


b,, bo, , be, 
Ci Co» , Cys 
DDR M Le ag pu Le: x AL je DA ) [.) 


de telle manière que les substitutions de G ne puissent 
qu’échanger entre elles les lettres de chaque groupe. En 
d’autres termes, chaque substitution S de G sera de la 


forme 
DA NIDICrTES 


À, B, C,... étant des substitutions qui ne déplacent 
respectivement que des lettres a, des lettres à, des let- 
tres c, etc. 

Il est évident que les substitutions A forment un sys- 
tème transitif relatif à « lettres, et de même les substi- 
tutions B, CG, ... forment des systèmes transitifs relatifs 
à 6 lettres, à y lettres, etc. Désignons par & l'indice du 
système conjugué formé des substitutions À, et par G l’in- 
dice du système G. 

Il peut arriver que les substitutions A soient en même 
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nombre que les substitutions de G, et, dans ce cas, on 








aura 
1:233 M EE 
CO eat 
d’où 
1109511047 
(a) RE PUR RE A 


Mais, si l’ordre du système A est inférieur à l’ordre y 
de G, il y aura nécessairement dans ce dernier système 
des substitutions telles que AT, AT”, composées d’une 
même substitution À et de deux substitutions T, T’ in- 
dépendantes des lettres &, .... Le produit de l’une de 
ces substitutions par l'inverse de l’autre ne déplace pas 
les lettres a et, en conséquence, le système G renferme 
un certain nombre p de substitutions 


1, Aie T;, ..., 18 


qui ne dépendent pas des lettres a et qui forment un sys- 
tème conjugué que nous désignerons par G’. Maintenant, 
soit À, T' l’une des substitutions de G qui renferment le 
facteur À,, ce système contiendra les p substitutions 


AAA NAT A NTI AI TT, 


mais 1l ne contiendra aucune autre substitution renfer- 
mant le facteur À,; car une telle substitution peut se 
mettre sous la forme A, TO, et, si elle figurait dans G, 
© y figurerait aussi. Comme À, désigne l’une quelconque 
des —1 substitutions du système À, distinctes de l'unité, 
on voit que G contient pp substitutions; ainsi l’on a 
v=up, ou, en désignant par G l’ordre du système Gr, 


D LT 2e nl 2 dd UT ee 2 
D bia: 74 2/ 2 
G JL G 
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ce qui donne 


SAN PTT 


1.2...(7—c)] 


Fe 





= 

= 

eo 
Il 


de 


1) DD 


FETES 


Si l’on suppose que le système G’ se réduise à la seule 
substitution égale à 1, on aura 


G'—1:2.3...\2 0 1&), 


en sorte que l’on peut regarder la formule (1) comme 
comprise dans la formule (2). 

On peut raisonner sur le système G comme nous l’a- 
vons fait sur le système G, et l’on aura en conséquence 


G— 1:23 Helen) 
(1P2# 3 LA) [IEP ER EE CN 





67; 


4% étant l'indice d’un système transitif relatif à 6 lettres, 
et G/ l'indice d’un système relatif à 7 — x — 6 lettres. 

On peut continuer ainsi jusqu’à ce qu’on rencontre 
dans la série G, G, G/,... un système conjugué qui ne 
soit plus intransitif et qui se rapportera alors au dernier 
des groupes de letires données; les formules précédentes 
donneront 


(3) G—NARE 


en posant 
! 
240, R 


(1.2.8...) (142.3. .,6) (1 2372 NES 





6 — 


avec 
nat 6m... 


La formule (3), qui a été indiquée par Cauchy, nous 
fait connaître l'expression des nombres susceptibles de 
représenter les indices des systèmes intransitifs. 
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459. Il faut remarquer que la formule (2) peut s’écrire 


\ { \ 
nin—1l...[n— 4 +I 
Ge \ LRQ, 
Ü 


IWC ESS Te 





et, comme a ne peut avoir que les valeurs 1, 2,...,(n—1), 
le premier facteur de cette expression de G est l’un des 
nombres 

n  nin—i1) 

Ed EE TS ie) 

( Li Li 4 
dont le minimum est 7. D'ailleurs A et GÇ/ sont des en- 
tiers, donc Ç est au moins égal à 7. On voit même que, 


pour avoir GÇ = 7, il faut que l’on ait 


I OU—A—I, LI, GO —I1, 


et alors le système proposé G est évidemment composé 
des 1.2.3...(n—1) substitutions de ñn — 1 lettres. 

La formule précédente montre encore que, si Ç est su- 
périeur à 7, cet indice est au moins égal à la plus petite 
des valeurs 


Sur la limite des indices supérieurs à 2, dans le cas 
des systèmes transitifs. 


460. Nous présenterons ici avec quelques modifications 
la démonstration que Cauchy a donnée du théorème de 
M. Bertrand, dans un Mémoire inséré au tome XXI des 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 

D’après ce qui précède, l'indice d’un système intransi- 
tif ne peut être inférieur au nombre des lettres; donc, 
pour établir le théorème que nous avons en vue, il suffit 
de considérer les systèmes transitifs. 

Je dis que l'indice d'un système transitif G relatif 

S. — Alg. sup., II. 23 
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à n lettres ne peut être en même temps supérieur à 2 et 
inférieur à 7, à moins que 7 ne soit égal à 4. Pour cela 
nous distinguerons trois cas. 

1° Le système G est simplement transitif. — Dans ce 
cas le système G’, qui comprend celles des substitutions 
de G qui ne déplacent que »—1 lettres, est intransitif et 
son indice est égal ou supérieur à 7 — 1. Cet indice est 
aussi celui de G, et je dis qu'il ne peut pas être égal à 
n—1 s1n2 est > 4. En effet, si G et G’ avaient 7 —1 
pour indice, le système G’(n° 459) serait formé par les 
substitutions de 7 — 2 lettres, et ces substitutions feraient 
partie de G; or le système G ne peut pas contenir toutes 
les substitutions de 7 —1 lettres, car autrement il ne 
serait pas transitif, ou il serait composé de toutes les 
substitutions des 7 lettres, et alors son indice serait égal 
à r. Cela étant, sin est = 4,on ne peut pas admettre que 
le système G, d'indice 7—1, renferme toutes les substi- 
tutions de 7 — 2 lettres; car, si cela avait lieu, l'indice 


\ 
: . A . Inn —:-1 
de ce système serait égal à l’un des nombres 2 (70e ME 
2 


n(n—1){(n° 44, Corollaire), ce qui implique contra- 
diction. Donc, si» est > 4, l'indice de G’ ou de G est 


au moins égal (n° 459) au plus petit des deux nombres 


(nr STI TE 
o(n—:1), (72 1) (7 2) 


+ Par suite cet indice est supé- 
rieur à 72. 

2° Le système G est deux fois transitif. — Alors le 
système Gest simplement transitif, et si l’on an—1>4, 
l'indice de ce système, qui est aussi celui de G, sera au 


moins égal au plus petit des deux nombres 
2(n—2)—=n+(n——4), 
(ea) ir ul (257 (rs 


2 2 


lesquels ne sont pas inférieurs à 7, quand » est supérieur 
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à 5. Nous nous référons pour le cas de 7 — 5 au théo- 
rème du n° 445. 

3° Le système G est au moins trois fois transitif. — 
SOIENT 4), Gi, An_1 les lettres données et 


RAS CR PAU ER SAR 


u—1 


les substitutions de G. Désignons aussi par T; la trans- 
position (a&sa;). Si l’on multiplie la droite, pour fixer les 
idées, par 

PL Te 


les substitutions de G, on obtiendra 24 produits qui 
seront distincts, si l'indice de G est supérieur à 2; car 
si l’on avait | 
TiSr =T;,S,, 
on en conclurait 
TT, —S,S;1, 


et par conséquent la substitution TT; ferait partie de G. 
Or ce produit est une substitution circulaire de trois 
lettres, à moins que l’un de ses facteurs ne soit égal à r, et 
dans ce cas elle se réduit à une transposition. D'ailleurs, 
dans notre hypothèse, le système G ne peut renfermer 
une telle substitution (n° 455, Corollaire); donc les 
np produits que nous avons formés sont distincts, ce qui 
exige que 744 ne soit pas supérieur à 1.2...7, C'est-à- 
dire que l’indice de G soit au moins égal à n. 
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CHAPITRE IV. 


SUR QUELQUES CAS PARTICULIERS DE LA THÉORIE 
DES SUBSTITUTIONS. 


- RE LtS . ax + b 
Sur les fonctions linéaires de la forme - — 


ax +b! ‘ 
461. Les développements que je me propose de pré- 
senter ici nous conduiront à des conséquences intéres- 
santes au point de vue de la théorie des substitutions, et 
ils trouveront en outre plus loin leur application dans 
la théorie des équations. 
Soit posé 
ar + b 
(1) 0 x: EE = My 19 
0 10 
a, b, a, b' étant des quantités quelconques données; 
faisons aussi 
Gr — 00, O3. — 00», MERE Qy — CO RES 
il est très-aisé d’avoir l'expression générale de 6x. Soit 
en effet 
(2 ) gmn ME yn 20 De Ü 


DR RARE 
LPS ge 


on pourra écrire, d’après la loi de formation des fonc- 
(IONSUITr DNA 


U 


Un = A Am + 0 DES 


! ! rar 
Fe RS 4 
(UT A PRET PE NL REV 


(8) 


! 
b, = a 0,106 ps, k 
TERRA? 1 1! 
bia RU Deer 


! 


Pour tirer de ces équationsles valeursdea,,a,,, bm,b!,, 
en fonction des quantités connues 4, «', b, b', désignons 
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par z une quantité telle, que l’on ait 


(4) CAN NT EE PE 


} 


1 2 
I A + & Z 
les équations (3) donneront 


An + CARE nr (a —+ az) Fier me En 12)s 


u 


DRE b,z — (a Le az) (on + HAE À 


d’où l’on tire 


f ee 1 ,\m 
an +a,:—={(a+a'z}", 


(5) 





bn +b,2—=2{a+a'z}". 


En outre, l'équation (4), qui est du deuxième degré, a 
deux racines, et si l’on désigne ces racines par z et z/, 
on aura encore 


PSS 1,1 \m 
an +a,3 —{(ata'z}", 


(6) 





LA 2; à 
by +0,32 =23{a+a'z}". 


Les équations (5) et (6) déterminent les valeurs de a», 


! L 
(4 20 hu 0. 


En faisant, pour abréger, 





“ 2t— Y(a + 8} — (ab! — ba’), 
et 
R, = (a+ b'+ot}"+ (a+ db — 2e)", 
4 y} ÉTÉ les EURE 
D.) 


on trouve aisément 


| P, +la—b')Q, 
CRÉES ER pe mme, 


m o/1+1 


TE 
ne 
> 
| 
le 
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équations dont on déduit 





LA ’ 
An — b,, a — b 
! ES ! ? 
«a a 
m 
\ 
(10) Le b 
— ? 
a é 
m 
! ! at: ' ! mn. 
Am0, — bma, = (ab'— ba)"; 


en sorte que, si l’on a 
2b — ba == 
on aura aussi 


! ' 
HD De Q elfe 


462. On connaît donc les coefficients de la fonction 
8x en fonction des quantités connues a, b, a’, b'. A la 
vérité, notre analyse semble en défaut si t est nulle, car, 
dans ce cas, les racines z et z/ étant égales, les équa- 
tions (6) ne diffèrent pas des équations (5); mais, 
comme les équations (8) et (9) ont lieu quelque petite 
que soit {, 1l en résulte qu’elles subsistent pour t = 0 : 
on a, dans ce cas, 


] 


P, 2, (a LD. je 
Q}h — 2m(|a = CRE 
et, par suite, 


aus (a + b'}" + m (a — b') (a + THE 
Me om ? 





F ma’ (a D. ler 


9 
m 2/7—1 


mb(a + b' Late 
ei 





2 


(a+ d'}"— m(a—b'){(a+b'}r1 
on ; 





Ici les quantités a, b, a!, b' doivent vérifier l'équation 


(12) (a + b'}— 4 {ab — ba'}, 
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et l’on peut écrire la valeur de 0x comme il suit : 


a 12h 





(a—v+ }#+at 


OM ÊrS 


ee 


az (av — 





ab? | 
ne) 
On voit que, si l’on fait croître indéfiniment le nombre m, 
8" x converge vers la quantité 

(a — b') x +2b 

24a'x —{(a—b) 

$ . 0-30 

qui a pour valeur l’une des constantes AD AAA 
lesquelles sont égales entre elles en vertu de la rela- 
tion (12). 





463. Proposons-nous maintenant de trouver la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que l’on ait identique- 
ment 
(13) a me 1 
c’est-à-dire 
(14) ab, ae —=0; ne 
On voit immédiatement qu'on doit exclure le cas parti- 
culier où l’on aurait 

(a + b"}— 4 {ab — ba'), 
car les équations (11) montrent que, pour satisfaire aux 
équations (14), il faudrait que l’on eût 
a + b' — 0: 
par suite, 
ab! — ba — 0, 

et alors la fonction 0x ne dépendrait pas de x. Cela étant, 
on voit par les équations (9) que, pour satisfaire aux 
équations (14), il est nécessaire et suffisant que l’on ait 


Qu — 0, 
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ou 
(a + 6 Hat} — (a+ b— at} —o. 


On tire de là 
; 2 | 2, 1x 
a+b+ot— (a hope 2t) (cos 2 ce Var sin 0 
fit 
et 


Xr — 
(15) at {a + b')tang 7 ÿ + 
LL 


en désignant par À un nombre entier qu’on doit supposer 
premier avec y pour qu'il faille effectivement exécuter 
g fois sur x l'opération désignée par 8 avant de repro- 
duire x. 

La comparaison de cette valeur de 2t avec celle qu’on 
tire de l'équation (7) donne 
(16) (a + BP 4 lab be LE 0 

F- 
ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que 
l’on ait 
xx. 

Si l’on suppose que les quantités a, b, a’, b' soient 
réelles, l’équation (16) montre que la quantité ab°— ba 
doit être positive, le cas de 4 — 2 étant excepté. Etcomme 
on peut, sans changer la fonction 8x, multiplier les con- 
stantes à, b, a’, b'par un facteur quelconque, on voit que, 
sans altérer la généralité de la solution, on peut supposer 


(17) ab ba =1;: 
alors l’équation (16) donne 

à 
(18) at b! D COS ARS 


ee 
Nous ne mettons pas le signe + devantle second membre, 


+ 7 2 à ° _ A 
parce qu’on peut, si on le juge à propos, changer les 
signes des quatre quantités @, b, a", b!. 
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Des équations (19) et (18) on tire 


À 
pre C — 2C0S _. 


4 


(19) { k Àr 
4 — 2ACOS — HI 


U 
PRE 7 ————"; } 
& 





et la fonction 0x a pour valeur 





x ÀT 
A — 2ACOS — HI 
b- 
< AT — - 
(20) RE M FAR 
; ÀT 
a X— |A — 2C0OS — 
B, 


Les quantités a et a’ demeurent indéterminées; quant 
à À, c’est un nombre entier quelconque premier avec p. 
S1 l’on continue de poser 

AnT + 0m 


7 1? 
En T + ee 


SORT 2e 2e 


on trouvera aisément 





























| » mr . (m—5)r 
| asin seine eu. = 
[se Fe 
A yn — LE NES  ODE 
é \4e 
SID — 
LL 
i 
tm ÀT 
sin 
L ] 
Fr ee it #/ É 9 
__ ÀT 
SI 
[24 
af) ! 

(21) à | 
\ ÀT = M TK 
| a*—2aco0s — +1 Sin - 

Ho es le 
Fos an pr . 2 
* \4 
sin — 
U, 
i 
. (m+i)àr . mir 
ÉD ef Sin 
L + pr nt 122 ) 
m 1x 
| sin — 
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Des équations (19)et (21) on tire 




















É mr 
D, —=—{|a, — 2008 —— }» 
l- 
(22) ; mr 
Ain 24 yn COS D Cp. 
De Q 
a 
mm 
et 
dr . (m— 1)r 
Zn SIN SI 
O— in 9 
. mr 
sin 
pe 
SLRT 
sin — 
D Len ch RIRES : 
COMTE 
sin 
: HE 
(25) | 
: mir . Àr 
5-2 Un COS FESSES 
le (es 
b = — ; — —— 5 
a . mr 
| SUD 
. (m+i)àr À 
SIN — — «a; 5iIn — 
D'ELLES SAP TR PR EE 
. mr 
Sin 
F 


Ces formules permettent de résoudre la question sul- 
vante : 
AnzZ + bd» 


ss 
ax + b 


m 


£tant donnee une fonction lineaire »-trouver 


; STE ax + b » 
une fonction linéaire 6x = -———> telle, que l'on ait 
a'x + b 
identiquement 
Dre Ge +ô» 


D et terre 
CE né LS m 


On voit que le problème n’est possible que si les quan- 
tités données 4m, Om; 4m 0 Satisfont aux équations (22). 
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Des fonctions rationnelles linéaires prises suivant un 
module premier. 


464. Nous allons considérer ici, à un point de vue 
particulier, les fonctions rationnelles linéaires de la 
forme 

az + b 
pu "tb, 
az +.b 


dans laquelle z est une variable indépendante. Nous 
supposerons que les constantes a, D, a', b' soient des 
nombres entiers positifs, nuls ou négatifs, et nous con- 
viendrons, en outre, de prendre les résultats suivant un 
module premier impair p; en d’autres termes, nous re- 
garderons comme équivalents les entiers qui sont con- 
grus relativement au module. Les développements qui 
vont suivre conduisent à des conséquences intéressantes 
pour la théorie des nombres et qui sont surtout utiles 
dans la théorie des substitutions; je les ai présentés, pour 
la première fois, dans un article inséré au tome XLVIIL 
des Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 
Comme nous faisons abstraction du cas où 8z se réduit 
à une constante, la différence ab'— ba ne sera jamais 
congrue à zéro suivant le module p; cette différence sera 
dite le déterminant de la fonction linéaire 8z. On peut, 
sans changer cette fonction, multiplier les quatre con- 
stantes à, b, a', b'par un même nombre Æ; le détermi- 
nant se trouve alors multiplié par Æ?, et 1l sera, après 
comme avant la multiplication, résidu quadratique ou 
non-résidu quadratique de p. D’après cela; nos fonctions 
linéaires peuvent être classées en deux genres; le pre- 
mier genre comprendra les fonctions dont le détermi- 
nant est résidu quadratique, tandis que celles dont le 
déterminant est non-résidu constitueront le deuxième 
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genre. Mais on voit que l’on pourra toujours faire en 
sorte que, dans le premier genre, le déterminant soit un 
résidu quadratique quelconque donné, 1 par exemple, et 
pareillement que, dans le deuxième genre, le détermi- 
nant soit un non-résidu quelconque donné. 

L'expression générale de 0z comprend des fonctions 
entières et des fonctions fractionnaires ; les premières 
peuvent être ramenées à la forme 


(2) f +3; 


et les dernières à la forme 


(3) LES 


A 
2+g 





: | 


À désignant dans les deux cas le déterminant de la 
fonction. 


Dans les formules (2) et (3), le déterminant À peut 
recevoir les p — 1 valeurs 


1, 2 .…., PES 


parmi lesquelles il ÿ a autant de résidus que de non-ré- 
sidus ; les constantes f et g peuvent recevoir les mêmes 
valeurs, et, en outre, la valeur zéro. Il s'ensuit que le 
nombre des fonctions entières est p(p —1) en compre- 
nant la variable z elle-même, et que celui des fonctions 
fractionnaires est p?(p—1); par conséquent, le nombre 
total N des fonctions linéaires suivant le module p est 


(4) NP ET) PP xE 
et le nombre des fonctions du premier ou du deuxième 


I 
genre est — N. 
2 


465. Soient 9z et 6,z deux fonctions rationnelles li- 
néaires prises suivant le module p; pour abréger le dis- 
cours, nous nommerons produit de la fonction linéaire 
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8,z par 0z le résultat 68, z que l’on obtient en exécutant 
d’abord sur la variable z l'opération désignée par 4,, 
puis sur le résultat 0, z l'opération désignée par 0; cette 
définition s'étend naturellement au cas de trois, de qua- 
tre, etc., fonctions linéaires. Le produit de m fonctions 
linéaires égales à 0z, c’est-à-dire le résultat que l’on ob- 
tient en exécutant »7 fois sur z l'opération @, sera la 
miè®e puissance de@z, et nous la représenterons par 8” z. 

Le produit de deux fonctions linéaires a pour déter- 
minant le produit des déterminants des facteurs. Si, en 
effet, on pose | 


Te Pr ao ARE CE 
FF 27e EAU : az ni b" 
on aura 
e — (aa; + ba)2+ (ab, + bb pe e Az+B 
(a'a;+ b'a,)z+{a bi +bb)  A'z+B 
et 


(AB' — BA") — (ab — ba) (ab —b, ait 


On conclut de là que le produit de tant de fonctions 
linéaires que l’on voudra est une fonction linéaire dont le 
déterminant est égal au produit des déterminants des 
facteurs ; d’où il suit que la fonction produit appartiendra 
au premier ou au deuxième genre, suivant que le nombre 
des facteurs du deuxième genre sera pair ou impair. 

Il est évident que l’ensemble de toutes les fonctions 
linéaires forme un groupe tel, que le produit de plusieurs 
fonctions du groupe fait aussi partie de ce groupe. On 
voit par ce qui précède qu'il en est de même de l’en- 
semble des seules fonctions linéaires du premier genre, 
mais non pas de l’enser ‘le des seules fonctions du 
deuxième genre. 


466. Considérons la série indéfinie 


(5) pu TE PEN LUE x, LE PRES 
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formée par la variable z et les diverses puissances de la 
fonction linéaire 8z pour le module premier p. Comme 
le nombre des fonctions linéaires est limité, la suite pré- 
cédente ne pourra jamais offrir qu’un nombre fini de 
valeurs distinctes suivant le module p, et, parconséquent, 
quelques-uns des termes de cette série se trouveront né- 
cessairement reproduits une infinité de fois. Supposons 
que l’on ait identiquement 


QUE = GUN 7 Où NOR OM ZE ON Z (mod. p), 


on pourra écrire z au lieu de 8*z, et l’on aura identi- 
quement 


(6) 6%z:=7z (mod. p), 
d’où l’on conclut aisément 
Qn+ez:=0z (mod.p), 


quels que soient les entiers positifs Aet op. On peut con- 
venir d'étendre cette formule à toutes les valeurs posi- 
tives, nulles ou négatives de p, en sorte que l’on aura en 


particulier 

(7) 0z=7z (mod.p») 

et 

(8) Q—1z=0%-1z (mod. p). 


Si nr désigne le plus petit nombre tel, que la con- 
gruence (6) ait lieu identiquement, la série (5) ne com- 
prendra que les 7 termes distincts 


(9) 7. 02, 1077, 0... 00 


et deux quelconques de ces termes seront effectivement 
incongrus suivant le module p, au moins tant que 
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restera indéterminé ; le nombre 7 sera dit l’ordre de la 
fonction linéaire 9z pour le module p. 

Si e est un nombre premier avec 7 et inférieur à n, 
la fonction 6°z sera, comme8z, de l’ordre 7; car, si l’on 
suppose les termes de la suite (9) rangés en cercle et 
qu'on les compte de e en e à partir du premier z, c’est- 
à-dire en suivant l’ordre 


€ 2e 
RL S ft MI 


il est clair qu’on ne reviendra au point de départ qu’a- 
près avoir rencontré les 7 termes. Au contraire, si les 
nombres 7 ete ont un plus grand commun diviseur d 
supérieur à 1, On se trouvera ramené au point de départ 


A , 7è ? 
après avoir rencontré = termes, et l’ordre de la fonc- 


à L su/L 
tion 6z sera égal à # 
a 
La fonction 07! z, définie par la congruence (8), sera 
dite l'inverse de 0z; on peut obtenir immédiatement sa 
? 
valeur; car, si l’on remplace z par 67!z dans la con- 
gruence (1), 1l vient 
ao 131 
09 ze —= ra arr 
a'0-1z+ 0 
d’où 


bc b 
2 RE 
a z— a 


en sorte que les fonctions 0z et 0! z se déduisent l’une 
de l’autre en changeant a et b' en —b" et — a. 


467. Soit, comme précédemment, 


pi az + b 
ML PERTE 
et posons en outre 
(11) PRE cd À 


7 14 .) 
Unz TT Un 
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si l'on fait, pour abréger, comme au n° 461, 








(12) 20 Va + baba 
P,—=(a+b'+at}"+ {a+ b"— 2t)", 
(13) \ Ca + b'+ot)" — [a + bd — Die 
Figniien ue 
2t 


on aura les équations déjà considérées 





__P,+{(au—b')Q on, L LR OT 


ME PR TNT C5, MES o/n 
/ 
(14) 
! 
| “ art r Qn RL (4,228 
4 FAT " 2"! ? I QE +1 


et qui sont comprises dans les formules 


! ! 
Mix Dm lin Re bn de Qu. 4 


(ST Vas ie, ge + CMD EG EN ORRLE CES 


79" a. 0! b a UE 





Désignons par À le déterminant ab! — ba! de la fonc- 
tion 0z et par A» celui de 0*z; posons en outre 


(16) 24» — Vlan A [TI 4 (a (a m DEEE — b,, LT 
on aura, par les formules (14) ou (15), 


ln Q» 2% 
(17) Ten on ? A» — À". 





On voit que, dans le passage de la fonction 8z à sa 
nome puissance #”z, les rapports des quantités a — l”, 
b, a, t à l’une d’elles restent invariables et que le déter- 
minant se trouve remplacé par sa UN puissance; cette 
dernière propriété résulte d’ailleurs de ce qui a été dit 
plus haut. 

Les formules (14) montrent que #”*z ne peut jamais 
être une fonction entière autre que z, à moins qe 0 z 
ne soit elle-même entière; car, si a’ n’est pas nul, a! ne 


peut s’évanouir que dans le cas où l’on a ya o, et 
alorson ab, —=0oeta,—b.. 
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Pour satisfaire à la congruence (6 ), il faut et il suffit 
que l’on ait 


(18) | Q:=—=0 (mod.p); 


mais, pour que z soil effectivement l’ordre de la fonc- 
üon 0z, il faut en outre que pour toute valeur de m infé- 
rieure à 7 la quantité Q,, soit différente de zéro ; nous fai- 
sons ici abstraction du cas où 0z est du premier ordre, 
c’est-à-dire du cas où 93 se réduit à z. 

Nous nous proposons d'étudier les fonctions linéaires 
6z au point de vue de leur ordre. Il convient dans cette 
recherche de distinguer trois cas, suivant que la quan- 
tité #2 est congrue à zéro suivant le module p, résidu 
quadratique de ce module, ou non-résidu quadratique. 


468. Examinons d’abord le premier cas où la quan- 
tité £? est congrue à zéro suivant le module p; la con- 
gruence (18) devient alors 


2n(a + b'}1= 0 (mod. P}. 


On ne peut pas avoir a + b'=0 (mod. p), car autre- 
ment la condition t=0 (mod. p}) se réduirait à 


ab'—ba'=o [mod hp); 


le déterminant de 8 z serait nul et cette fonction se rédui- 
rait à une constante. La congruence (18) ne peut donc 
avoir lieu que si z est un multiple de p, et par consé- 
quent, dans le cas qui nous occupe, l'ordre de la fonc- 
tion linéaire 0z est toujours égal au module p. La con- 
dition t=—0 (mod. p) donne 


a + b'! oi (mod. p}: 
d’où il suit que le déterminant À est résidu quadratique 
de p, et, par conséquent, la fonction 8z appartient au 
premier genre. 


VA 


S.— Alg. sup., XF, 24 
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On obtiendra toutes les fonctions linéaires d'ordre p 
en prenant tous les systèmes de solutions distinctes des 
deux congruences 


Zu + bp \VA, ab'— ba'=A (mod. p); 


si l’on veut d’abord les fonctions entières, on posera 
a — 0, b'=T, céVqui donnera a =D 
donc les p— 1 fonctions d’ordre p 


(19) Oz =—"212"b, 


en prenant pour b les valeurs successives 1, 2, ..., pr. 
Pour avoir les fonctions fractionnaires, nous ferons 
a’ —1 et nous poserons 


| re. 2 
a — b —— 289 
ce qui donnera 
a — VA +, = VA — g, b — — g?, 
en sorte que l'expression des fonctions fractionnaires 
d'ordre p sera 
/ 


_ (VA+g)z— 8° 


(20/0072 : 


= D g VA PSS 
z (Va) D 2 + V4 ee 


On peut attribuer à la quantité g les p valeurs 


OS IRON LOU DIERT: 


et à la quantité VA les mêmes valeurs, zéro excepté; 
on obtiendra ainsi p(p—1) fonctions fractionnaires. IL 
suit de là que le nombre total N, des fonctions linéaires 
d'ordre p est 


ai) Nate PNR 


Comme tout nombre inférieur à p est premier avec ce 

nombre, toutes les puissances d’une fonction linéaire 
? = ® ’ 

d'ordre p sont aussi de cet ordre; il en résulte que les 
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N, fonctions dont nous venons d'établir l'existence for- 
ment p+1 groupes renfermant chacun p—1 fonctions 
qui sont les puissances de l’une quelconque d’entre elles. 
Les p—1 fonctions comprises dans la formule (19) con- 
stituent évidemment l’un de ces groupes, et l’on obtien- 
dra les p autres groupes par la formule (20) en associant 
successivement chacune des p valeurs de g avec le système 
des p—1 valeurs de VA. Effectivement, si l’on forme, 
en se servant des formules (14) ou(15), la puissance 
mième de la fonction 0z donnée par l'équation (20), on 
trouve 


1 —_ 
( VA + :) z — p? 
m 
FER CAMES RCE 


le VA — 6) 


m 


(22) 


expression qui se déduit de celle de 0z par le seul chan- 
I — 
gement de A en = VA. 


469. Lorsque la quantité £? est différente de zéro, la 
congruence (13), savoir 


(23) (a+b'+ot}*={(a+b—2t}" (mod.p), 
peut être mise sous la forme 

(24) a+b'+aot=ila+b—o2t) (mod.p), 
en désignant par & une racine de la congruence 
(25) it=1 (mod.p). 


En outre, pour que 7 soit effectivement l’ordre de la 
fonction 83, il est nécessaire que £ soit une racine primi- 
tive de la congruence précédente. 

Si, dans la congruence (24), on substitue à £ sa valeur 
tirée de la formule (12), puis qu’on fasse disparaître, par 
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l'élévation au carrré, le radical introduit, 1l viendra 


(a+b'} _(i+i1} 
Ab SSD AN U 


(26) (inod. p): 
telle est la condition à laquelle doivent satisfaire les con- 
stantes a, b, a', b', pour que le nombre 7 soit l’ordre de 
la fonction 9z, dans l'hypothèse où t est différent de 
zéro. 51 l’on pose 


(27) a — b'—=2p, 


on pourra, au moyen des formules (12), (24)et (27), 
exprimer les quantités a, b', ba’et le déterminant À en 
fonction des quantités 4, £, 1; on trouve ainsi 








CERN 
Fa Me 
Ju EL 
i+I 
EE t— 9, 
(25) I — I 
ba! — P — g?, 
Aie 
Ar : 


Ces formules serviront à construire les fonctions linéaires 
que nous considérons ; on pourra faire 4 =1 quand cette 
quantité a’ ne sera pas nulle. Il est aisé de former aussi 
la puissance mi°%* de Oz, savoir 


Obs An + pr ; 

ras ! ! 

q,,7 . Lu 

on trouve, en faisant usage des formules (14) ou (15) et 
en supprimant un facteur commun, ce qu'il est permis 
de faire, 


21 
2” 





À FRE A RS PRO LE LB + : RTE 
(29) Gt On Al ape an? Am bp A b » CT bn —0à 
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en sorte qu'on passe de l'expression de 93 à celle de 0” z 
en remplaçant simplement £ par #"* sans changer les va- 
leurs de g et de £. 


470. Supposons que la quantité 


’ — 
tai: —— 


“ } — (ab — ua’) 


soit résidu quadratique du module p. Alors les quantités 
teti, respectivement définies parles formules(r2)et(24), 
sont l’une et l’autre réelles ; par suite, ine peutétre racine 
primitive de Ia congruence (23) que dans le cas où 
l'ordre 7 de la fonction Oz est égal à p—41 ou à un di- 
viseur de p —1. Les fonctions linéaires qui répondent à 
une racine primitive à de la congruence (25) peuvent être 
formées immédiatement au moyen des formules (28). 
Pour avoir en premier lieu les fonctions entières, on 
fera a = 0, b'—1, et l’on aura ces deux solutions : 
Ê— TI 4 Ê —1] I 


ON Fe NC I ee SNA 
2 


Lg — 








. L2 1 L] I 
qui donneront les 2p fonctions entières 1z4+ b, - z4+ b 
{ 


si l’on attribue à b les valeurs successives 0, 1, 2 


MES 
pP—1: Mais nous considérerons seulementles p fonctions 
fournies par la première formule 


(30) iz + b 
comme appartenant à la racine r; les p autres seront rela- 
tives à la racine primitive - si n est > 2, et, dans le cas 


particulier de 7 — 2, elles coïncideront avec celles de la 
formule (30). 


Pour avoir en second lieu les fonctions fractionnaires, 
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on fera & —1 dans les formules (28) et l’on aura 


Î +1 9 
| 1 Fm © rte; b = & — g?, aient: 
(31) 








ler LS AS re 


le changement de t en —+t dans les formules (31) équi- 
CR : 
vaut au changement de : en; donc, lorsqu'on doit em- 
(4 


ployer successivement toutes les racines 1, on peut se 


il 


borner à donner à t toutes les ? valeurs 





SE lee 
2 





ls 2; 1. 


Quant à la quantité z, elle peut recevoir les p valeurs 
D, 12 Die 


On obtiendra de la sorte, au moyen des formules (31), 


—T , É , EN 
pie fonctions fractionnaires relatives à la racine 2, 


ce qui, avec les p fonctions entières, donnera un total de 


I TS 

- (p+1)p fonctions linéaires. Et cela aura lieu encore 

2 

dans le cas de 7 — 2, bien qu’alors la congruence ( 25 
) 

n'ait que la seule racine primitive —1, car, cette racine 

étant égale à son inverse, les formules (31) ne change- 


ront pas par le changement de & en —+. 
IL est facile de voir que les = (p+1)p fonctions qui 


répondent à une racine £ sont distinctes de celles qui se 
rapportent à une deuxième racine primitive, en sorte que, 
si p(7) désigne le nombre des racines primitives de la 
congruence (25), il y aura un nombre de fonctions 
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d'ordre r égal à 


=(P+1)pe(r), 


pour lesquelles la quantité £? est résidu quadratique de p. 
En particulier, le nombre des fonctions linéaires d’ordre 
p —1 sera 


(p+1)pe(p —1), 


D | == 


p(p —1) désignant ici le nombre des racines primitives 
pour le nombre premier p. 

Quant au nombre total des fonctions Bec pour 
lesquelles £? est résidu quadratique de p, et dont l’ordre 7 
est en conséquence un diviseur de p—1, il sera donné 


par la formule 
1 
Non = (p+1)r Ÿ or) 


l'expression Ÿ gl) qui s'étend à tous les diviseurs 7 


de p—1, 1 excepté, est égale, comme on sait, à p — 2; 
on aura donc 


(32) Nyi==(p+i)p(p—2). 


Ces N,_, fonctions linéaires peuvent être partagées 
: I . 

en —(p +1)p groupes contenant chacun p—2 fonctions, 
2 


qui sont les p—2 puissances d’une fonction linéaire 
d'ordre p—1 relative à une racine primitive donnée de p. 

En effet, 1l est évident que toutes les N,_, fonctions 
que nous considérons seront données par les formules 
(30)et (31), en employant toutes les racines de la con- 


gruence 
iP4—j1=0o (mod.p), 


excepté 1; et ces racines ne sont autre chose que les 
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p— 2 premières puissances d’une racine primitive &. Or, 
en employant cette racine primitive, les équations (30) 


et (31) donnent = (p+1)p fonctions d'ordre p—1; d’ail- 


leurs les formules (29) montrent que les puissances de 
ces fonctions se déduisent des fonctions elles-mêmes, en 
remplaçant la racine primitive & par ses puissances; on 
aura donc toutes les fonctions linéaires que nous consi- 


I : 208 , 
dérons en prenant les à (p + t)p qui répondent à la 


racine primitive donnée i, et en formant le groupe des 
p — 2 premières puissances de chacune d’elles. 

Les formules (31) montrent que À et : sont en même 
temps résidus ou non-résidus quadratiques de p; il s’en- 
suit que les fonctions dont nous nous occupons appar- 
tiendront au premier ou au deuxième genre, suivant que 
la racine 1 à laquelle elles se rapportent sera résidu ou 
non-résidu quadratique de p. Or, pour les fonctions 
d'ordre p—1,1 estnon-résidu ; donc ces fonctions et leurs 
puissances impaires appartiennent au deuxième genre, 
tandis que les puissances paires appartiennent au premier 
genre. On voit aussi que, parmi nos N,_, fonctions, il y 
en à 


1 
7 INRE CAT EAP ESS 
qui appartiennent au premier genre, et 


= (p+i)p(p—1) 


A \ 


qui appartiennent au deuxième genre. 


471. Examinons maintenant le cas où la quantité 


Ê — == 4 | Abe (ab'— ba’) 


2 } 
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est non-résidu quadratique du module p. Alors la quan- 
tité & est imaginaire, et pour que a et b’ soient réelles, 1l 
faut, par les formules (28), que la racine z soit elle-même 
imaginaire, ou qu’elle soit égale à —1; dans ce dernier 
cas on a nécessairement 7 — 2. Je dis que généralement 
le nombre 7, qui marque l’ordre de la fonction 8z, est 
égal à p+r1 ou à un diviseur de p+r. Si l’on a n — 2, 
la proposition est évidente, car 2 divise p+1; supposons 


donc # => 2. Si l’on pose 


(a + b' }? 
(33) TANT 2(k +1), 
la congruence (26) devient 
(34) P—24it+ti=o {mod,p). 


On sait (n°372, théorème ITT) que les racines de la con- 
gruence irréductible (34 ) peuvent être représentées parz 
et &?, et, comme le produit de ces racines est congruàrt, 
on a 


(35) éPHi=r (mod.p); 


1ne peut donc être racine primitive de la congruence (25) 

que si nr est égal à p +1 ou à un diviseur de p +1. 
D'après la congruence (34), k désigne la demi-somme 

s | Nu LUE T . : 
des deux racines conjuguées £ et —; et 1l en résulte que 
P 4 

l’on a 

EE ou Fe 

LES EU HT 





? 


nous attribuerons au radical qui figure dans le second 
membre de cette formule celle de ses deux valeurs qui 
fait partie de la suite 
He Uy 

2 ? 





I, 2; pra ns 
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la seconde valeur du radical sera alors relative à la ra- 
: LV. : , 4 
cine — inverse dei. Cela posé, comme l'hypothèse a = 0 


rendrait {? résidu quadratique de p, le cas que nous exa- 
minons ne comprend pas de fonctions entières ; on peut 
donc faire à = 1 et les formules (28) donneront alors 


HI 
== 2 EX tr LE 
Vr= à + 8 DEEE a —1; 


(UC nee 2.1? 
LE rade? HOMEEY 


Ces formules feront connaître les fonctions linéaires 





(36) 








qui répondent à la racine à en donnant à g les p valeurs 


O, I, 2, .…..s PI A >» 





non- 


. p EZ I 
eten prenant successivement pour t* tous les 2 . 


LA LL . . L L . 2 LA 
résidus. On aura ainsi — p(p—1) fonctions linéaires 
2 


d'ordre n relatives à la racine £, et il faut remarquer que 
l’on obtiendrait en même temps les puissances de ces 
fonctions en remplaçant la racine à par ses diverses puis- 
sances. On voit aussi que le nombre de toutes les fonc- 
tions d’ordre # que nous considérons est 


= p(p—1)#(n), 


o(n) désignant, comme précédemment, le nombre des 
racines primitives de la congruence (25 ). Cette conclu- 
sion s'applique au cas de 7 — 2; alors on n’a que la 
seule racine primitive 1=—1 qui donne aussi # = —1. 


à , Dr X I 
Les formules (36) font ainsi connaître = PURÉE ou 


I . . , ° La 
< p(p — 1) o( 2) fonctions linéaires du deuxième ordre 


C2 
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pour lesquelles #? est non-résidu quadratique de p. Si 
l’on suppose 7 — p + 1, on obtient l'expression 


=plp—1)?(p+1) 


du nombre des fonctions linéaires d’ordre p + 1. 
Enfin, si N,,, désigne le nombre total des fonctions 

linéaires pour lesquelles #? est non-résidu quadratique 

de p, et dont l’ordre est en conséquence un diviseur 


de p +1, on aura 
pp) Ÿ g(n); 


or l’expression D p(n), qui s’étend à tous les diviseurs 


D | m4 


Np+1 ee 


des p+ x autres que 1, est égal à p; donc 
t 
(37) Non > p'(p—1). 


Ces N,,41 fonctions linéaires peuvent être partagées en 
I 
>P(P — 1) groupes contenant chacun p fonctions, qui 


sont les P premières puissances d’une fonction linéaire 

d'ordre p + 1. relative à une racine primitive donnée 
P : 

de p. 

En effet, lesN,.,, fonctions dont il s’agitseront données 
par les formules (36) en employant toutes les racines de 
la congruence(35}), excepté r, et ces racines ne sont autre 

S ptet; 
chose que les p premières puissances d’une racine pri- 


mitive &. Or, en employant cette racine primitive, les 
, I à À ONE 
formules (36) donneront = p(p—1) fonctions linéaires 


d'ordre p + 1; d’ailleurs les puissances de ces fonctions 
se déduisent des fonctions elles-mêmes en remplaçant la 
racine primitive £ par ses puissances ; on aura donc toutes 
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les fonctions linéaires dont nous nous occupons en pre- 
. a . L . 
nant parmi ces fonctions les - p(p—1 ui répondent 
P = P(p—1) qui rép 


à la racine 7, et en formant le groupe des p premières 
puissances de chacune d'elles. 


Les formules (36) montrent que les quantités À et 
FL 





sont toutes deux résidus quadratiques de p, ou 


toutes deux non-résidus; je dis que ces quantités sont 
résidus ou non-résidus, suivant que l’ordre n de la fonc- 


: Es FA D'LA 
tion 0z divise ou ne divise pas / 





- On a en effet, par 


la congruence (34), 


k ET (i+ 1} 





Il 


(mod. p), 











2 4i 
, \ D) VE Dem 
et, en élevant à la puissance ; 
2 
p —1 ; 
F Ghe L di A NE ONE ili +} 
> DE PE Fat p+i 
a ré DRE ER" . 
LE LAN Pc } (mod. p); 
PF I 
= Pp +1 gi D +1 
The? Let & 2? 
mais on a 
p +1 pi 
Ê?=+1 où à ? —=—1 (mod.p) 


, . ER PA 
suivant que 72 divise ou ne divise pas 





; on aura donc, 


dans les mêmes hypothèses, 


p —1 Pi 


V4). nm / /: 9 
(=) D OI | = 2 =— I (mod. p), 
2 








LA dû 
de PR 
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c’est-à-dire 
Fi l p—1 
A? =+1 ou A ? —=—1 (mod.p) 
Il résulte de là que les fonctions linéaires d'ordre p+1 
appartiennent au deuxième genre, ainsi que leurs puis- 
sances impaires ; au contraire, les puissances paires appar- 


tüennent au premier genre. Donc, parmi nos fonctions 
dont le nombre est N,,,, ilyena 


grip: 


qui appartiennent au premier genre, et 


glr+iplp—1) 


qui sont du deuxième genre. 


472. Si l’on ajoute l'unité et les trois nombres N,, 
Np1, Np41, on doit retrouver le nombre N de toutes les 
fonctions linéaires prises suivant le module p; on vérifie 
effectivement, au moyen des formules (4), (21), (32) et 


(37), que l’on a bien 
N=I+N, +N _: +N,,:;: 


si l’on désigne en outre par G le nombre des groupes 
distincts qui sont formés par les puissances d’une fonc- 
tion linéaire d'ordre p, p—1 ou p+1, il est aisé de 
s'assurer que l’on a 


G—=p + p +1. 


Il convient de remarquer les fonctions du deuxième 
ordre qui se distribuent dans les deux genres que nous 
avons distingués. Les unes sont les puissances de degré 
P pr à Ÿ | 

2 





des fonctions d'ordre p—1, leur nombre est 
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I . . 
È p(p +1), et elles appartiennent au premier genre ou 


au deuxième genre suivant que 





P —1 : ; : 
est pair ou impair 

x 5 pis? 
c’est-à-dire suivant que p a la forme 4g + 1 ou la forme 


4q + 3. Les autres sont les puissances du degré 2 T s 
| 2 





des fonctions d’ordre p + 1; leur nombre est u p(p—:1), 


et elles appartiennent au premier ou au deuxième genre 
LL 





suivant que a est pair ou impair, c’est-à-dire suivant 


que p a la forme 4q +3 ou la forme 4q + 1. On voit que 
le nombre total des fonctions du deuxième ordre est égal 
à p?. Dans ce cas de n = 2, où l’on a i——1, la con- 
gruence (26) se réduit à a + b'= 0 (mod. p); il en ré- 
sulte que l'expression générale des fonctions du deuxième 


ordre est 
RAA | 


! 9 
CE re AN 4 À 


pr 


on arrive au même résultat au moyen de la formule (10), 
puisqu'une fonction du deuxième ordre est égale à son 
inverse. 


473. On voit, par les développements qui précèdent, 
que, pour former les différents groupes qui contiennent 
les puissances d’une même fonction linéaire pour le mo- 
dule premier p, il suffira de connaître une racine pri- 
mitive de chacune des congruences 


iP-1=1, Flær (mod.p). 


Les racines de la première ne sont autres que les racines 
primitives du nombre premier p, et l’on a vu au n° 372 
comment on peut obtenir les racines primitives de la 
deuxième congruence. Veut-on, par exemple, former les 
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fonctions linéaires d'ordre p + 1 pour les modules 5, 7, 
11, il suffira de trouver une valeur de À pour chacun de 
ces modules. Or les racines primitives z sont données, 
pour ces différents cas, par les congruences 








ou 
Ê—i+i=o (mod.$5) 
ÉHE{i+i=o (mod.7) 
+6iti=o (mod. 11); 
on a donc À — 2 pour le module 5, k = Æ 2 pourle mo- 


dule 7, et k — + 3 pour le module 11. 


Des fonctions analytiques propres à représenter les 
substitutions. 


474. Dans la plupart des cas où l’on a à considérer 
les substitutions de plusieurs quantités données, il con- 
vient de représenter ces quantités, comme nous avons 
déjà eu l’occasion de le faire, par une même lettre affectée 
d’un indice variable z susceptible de prendre un nombre 
de valeurs distinctes, égal au nombre nr des quantités 
données. Alors les substitutions qu’on doit exécuter 
portent sur les indices. 

Attribuons successivement à z les z valeurs dont cet 
indice est susceptible, et supposons qu’une fonction 
donnée f(z) de z prenne en même temps les mêmes va- 
leurs, abstraction faite de l’ordre ; on exécutera sur les 
quantités données une certaine substitution en y rem- 
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plaçant chaque indice z par f(z). Cette substitution 
pourra être représentée par 


| Do 
3 9 


ou plus simplement par f(z). 

Toute substitution peut ainsi être représentée analyti- 
quement par le moyen d’une fonction; supposons, par 
exemple, que les valeurs de l'indice z soient les 7 nom- 


bres 
0, /13%25 60 PUIS TN 


et que ces mêmes nombres soient dans un ordre différent, 


u:L0S CHA EN 
si l’on fait, pour abréger, 
F(z)=2{(2—1)(2—2)...(2— 7 +1), 


et qu'on désigne par K’(z) la dérivée de F(z), la fonc- 
tion entière 


aF(2) bF{z) " ji: #F(z) 
Fo) EP) OT EN 


f\2) = 


prendra les valeurs a, b,c,...,k, quand on donnera 
à z les valeurs o, 1, 2, ..., (7 —:1): en conséquence, 
elle sera propre à représenter une substitution. 


475. Lorsque le nombre x des quantités données est 
égal à un nombre premier p, 1] y a souvent avantage à 
prendre pour indices un système de p nombres entiers 
quelconques incongrus suivant le module p, et à regarder 
deux nombres congrus suivant le module comme pou- 
vant indifféremment représenter le même indice. Alors 
la fonction représentée par F(z) au numéro précédent 
se réduit à 

F(z)= 27 — 2, 
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et l’on a 
F'(2)=— 1 (mod. p). 


En même temps l'expression des fonctions entières f(z), 
propres à représenter les substitutions, devient 


__  a(zP—z)  b(zr— 2) k(zP — 2) 
f(z)=— Free oo Ann PETER (mod, P}; 
ou, en effectuant les divisions, 
f(z)=— af tr) — ba PE. +2) | 
— c(z + agit... + aP—z),..... : (mod. p). 


— ASIE (pa) PE + (p —i)P— 2] 


Comme on a 
a+b+<c+...+r=æo (mod.p) 
on peut écrire, en ordonnant par rapport à Z, 


iz)=a—[b + 2r ic +, , + (p—1)?4]z 
—[b+or-c+.. +(p—i)r#x]z 
: (mod. p). 


—[b+oc +...+(p—i)#]z 


476. Dans un article qui fait partie du tome LVIT des 
Comptes rendus de l’Académie des. Sciences, M. Her- 
mite a démontré que les polynômes f(z) dont nous 
venons de donner l’expression possèdent une propriété 
qui peut servir à les caractériser. On a effectivement ce 
théorème : 

Taéonëme. — Soient f(z) une fonction entière de z, 
à coefficients entiers et du degré p—2, et fn(z) la fonc- 
tion entière obtenue en rabaissant au-dessous de p, à 
l’aide de la congruence zP= 7 (mod. p), le degré de la 
puissance mème du polynôme f(:). Pour que la fonction 


S. — Alg. sup., W, 27 


LS 
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[{z) soit propre à représenter une substitution de p in- 
dices incongrus suivant le module premier p, il faut 
et il suffit que, dans chacune des fonctions 


Je Ash cs fna(s), 


Le coefficient de zP71 soit congru à zéro suivant le mo- 


dule p. 
En effet, soit 
(1) F(3) = A0 HAiz + Aa ESPACES 


élevons ce polynôme à la mi°"° puissance, et réduisons 
ensuite par le moyen de la congruence 


zP=—=Z (mod. p); 
on aura un résultat de la forme 
(2) Cfa)" = m (7) = APER AVE ERA ati (mod. p). 
Posons en outre 


(3) Co +" +... + [fo = Sn; 


si l’on donne à z, dans la formule (2), les valeurs 

0, 1259 eur red 
et qu’on ajoute les résultats, il viendra 
(4) Sn Rat (mod. p); 
car 2/7! est congru à zéro où à 1, suivant que z est nul 
ou différent de zéro, et la somme 1% 2° +... (p—1) 
est congrue à zéro si p est inférieur à p —1. 


Cela posé, supposons que f (z) soit propre à repré- 
senter une substitution. Alors la formule (3) se réduit à 





CHI + an +, + {(p—i)"=sS» (mod. p), 


ct par suite S,, est congrue à zéro suivant le module p, 
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pour toutes les valeurs de m inférieures à p —1; on a 


donc, par la formule (4), 


(5) Aî,=0 (mod. p). 


En second lieu, supposons la fonction f (z) telle, que la 
congruence (5) ait lieu pour les valeurs 2, 3, ..., (p—2) 
de m. On aura par la formule (4) 


Sn—0 (mod.p}, 


pour les mêmes valeurs de m; cette congruence subsistera 
aussi pour m— 1, d’après la formule (1), et pour m=p, 
puisque z7= z quel que soit z. On voit alors, en se re- 
portant aux formules de Newton, que la congruence 


[Z —f{(o)1(Z —#()]: $ AR IRENT ER (mod, p) 


a la forme 
Zr—uZ=0 (mod.p), 


ou même la forme 
Z’—7=0 (mod.p); 


effectivement, toute valeur de & autre que 1 ou zéro ne 
laisserait subsister qu'une seule racine réelle Z qui 
serait égale à zéro; la valeur « — o donnerait p racines 
nulles, ce qui est inadmissible, car la congruence 


flz)= (mod. p), 


étant du degré p— 2, ne peut avoir plus de p— 2 racines. 
Il résulte de là que, si l’on donne à z les valeurs 


O2 eut Lis 


la fonction f.(s) prend successivement les mêmes va- 
leurs, abstraction faite de l’ordre; elle est donc propre 
à représenter une substitution. 
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477. Si la fonction entière f(z) représente une sub- 
stitution de p indices incongrus suivant le module pre- 
mier p, 1l est évident que la fonction 


6z2—aflz+6) +7 


représentera aussi une substitution. Or on peut disposer 
de l’indéterminée «, de manière à réduire à l’unité le 
coefficient de la plus haute puissance de z; l’indéter- 
minée 6 permet ensuite de faire disparaître la puissance 
de z immédiatement inférieure; enfin on peut disposer 
de y de manière à faire évanouir le terme indépendant 
de z. La fonction 0z aura alors la forme 


Re 2 2*—? 2 
02—asz+ai+... +a 3 ?+, 


y étant égal ou inférieur à p — 2. 

M. Hermite a donné aux substitutions de la forme @z 
le nom de substitutions réduites ; il est clair que ces sub- 
stitutions en fourniront d’autres plus générales, f(z), 
au moyen de la formule 


f(z) = aû(z+6) +, 


où «, 6, y désignent des indéterminées. Il faut remar- 
quer que les substitutions réduites ne déplacent pas l’in- 
dice zéro. 

Le théorème du n° #76 prend une forme plus simple 
quand on l’applique aux fonctions réduites. Effective- 
ment, si l’on élève la fonction 0z à la puissance de de- 
gré m, et qu'on réduise au moyen de la congruence 
zP= z (mod. p), on n'introduira aucun terme indépen- 
dant de z; si donc on remplace ensuite 377! par 1, le 
coefficient de z?-1 deviendra le terme indépendant de z. 
On peut alors énoncer comme il suit le théorème établi 
plus haut : 


Pour que la fonction réduite 0z puisse représenter 


Le. « 
he. 
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une substitution, il faut et il suffit qu'en élevant Oz 
aux puissances 2, 3, ..., (p— 2), et en réduisant les 
résultats par la congruence 3P7"=1 (mod. p), les termes 
indépendants de z soient congrus à zéro. 


Les fonctions réduites 0z sont encore susceptibles 
d’une réduction ultérieure, car, si l'on pose 


on pourra disposer de l’indéterminée & de manière à ré- 
duire à l’unité le coefficient de la plus haute puissance 
de z, dans @(z), et il restera une indéterminée a dont 
on pourra disposer à volonté. Ces considérations trou- 
veront plus loin leur application. 


478. Lorsque le nombre » des quantités données est 
égal à une puissance p' d’un nombre premier, on peut 
choisir pour indices, avec Galois, les p’ valeurs que peut 
prendre l'expression | 


Aa+ui+a+ ,..+a,û"t, 


dans laquelle : désigne une racine d’une congruence 
irréductible 
F(r)=o (mod.p) 
du degré v. Si la fonction irréductible F(x) appartient 
à l’exposant p’— 1,1 sera une racine primitive pour la 
congruence 
xP1—;=o (mod.p) 


et les indices autres que zéro seront représentés par les 


puissances 
Lu 240 IR TM 


Enfin, lorsque le nombre 7 est un nombre composé, 


= GORE, 
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Pr T;.. étant des nombres premiers, et y, H, À Su 
des exposants quelconques, il peut être avantageux de 
représenter les quantités données par une même lettre 
affectée de plusieurs indices x, 6, y, ..., en nombre égal 
à celui des nombres premiers p, q,r', ..., et de prendre 
pour valeurs des indices les fonctions entières composées 
respectivement avec une racine des congruences 


F,(x)=o (mod.p) 


= 
ll 


(mod. 4}, 


F;(x)=0o (mod. r), 


Fi(x), F:(x), F3(x), ... désignant des fonctions en- 
üères des degrés v, p, À, ..., irréductibles relativement 
à leurs modules respectifs p, g,r, .... 


Des substitutions rationnelles et linéaires. 


#79. Les fonctions entières et linéaires az + b, prises 
suivant le module premier p, donnent des substitutions 
des p indices 

0, U1,22 COR D EL 


Le nombre total de ces substitutions est p{(p—1), et il 
est évident qu’elles forment un système conjugué. 
Les fonctions rationnelles de la forme 


az + b 
Rs Von Lo 
() : a'z + b!? 


prises suivant le module premier p, peuvent être em- 
ployées pour représenter des substitutions de p + 1 in- 


dices; les valeurs qu’il faut attribuer à ces indices sont 
alors 
O, I, 23 .., (p Te 1), (ee) , 
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et l’on doit toujours regarder deux nombres congrus sui- 
vant le module p comme pouvant représenter le même 
indice. La substitution de l'infini à z se fait d’après les 
règles de l’Algèbre ordinaire, et lorsque, pour une valeur 
particulière de z, le dénominateur 4z est congru à zéro, 
la fonction prend la valeur de æ . C’est là une conven- 
tion qu'on est libre de faire, attendu qu’elle n’est en 
contradiction avec aucun des principes fondamentaux 
de la théorie des congruences. 
En résolvant la formule (1) par rapport à z, il vient 


bb \0z 


Os Va 


cette formule montre qu’il n'existe qu'une seule valeur 
de z propre à faire acquérir à 8z une valeur donnée, ce 
qui est nécessaire pour que 0z puisse représenter une 
substitution. 

La congruence 


(2) 03=3 (mod.p} 
peut se mettre sous la forme 
4 a'—{a—b'}z—b=0, (mod.p}, 
ou 
foatz— (a <h}f=(a + D} (ab — ba’) (mod. p). 
Elle n’aura aucune racine réelle si la quantité 
(4) (a+ 8} — 4(ub'— ba!) 


est non-résidu quadratique relativement à p; alors, la 
congruence (2) ne pouvant subsister pour aucune valeur 
de z, la substitution 8z déplace tous les indices. Si la 
quantité (4) est congrue à zéro, la congruence (2) ou (3) 
a deux racines réelles et égales; par conséquent, la sub- 


392 COURS D'ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


stitution 8z déplace p indices. Enfin, si l'expression (4) 
est résidu quadratique de p, la congruence (2) a deux 
racines réelles et inégales; en conséquence, la substitu- 
tion 0z ne déplace que p —1 indices. 


480. Désignons par 7 l’ordre de la foncuon linéaire 
0z, et considérons la suite 


AAG SPA 2 QEA 3, 


e] 


Si la congruence 8z = x (mod. p) a une racine réelle 
Zo, les termes de la suite précédente se réduiront tous 
à Zo pour 2— 709; mais, pour toute autre valeur z, de z, 
aucun de ces termes ne se réduira à z,. Laissant de côté 
ces valeurs z, s’il en existe, je dis que les termes de la 
suite précédente auront toujours des valeurs distinctes; 
car si l’on avait, par exemple, 


Oz, = 06z (mod. p), 
en posant 
Le Use 
il en résulterait 
Oz;=: (mod.p}; 


ce qui est impossible, car, v étant inférieur à z, on ne 
peut avoir identiquement 

@z=z (mod.p); 
d’ailleurs, par les formules du n° 467, la précédente 
congruence n’est autre chose que 


8z=z (mod.»), 


et, en conséquence, elle n’admet pas la racine 22. 

On peut conclure de là que la fonction linéaire 0z re- 
présente une substitution d'ordre 7, et, d’après la classi- 
fication que nous avons établie, on voit que le système 


a 
# 
È 
À 
L 
a 

1 


solos ch 


NS "TT PET 
» 


Ed A dé dé ar us 


[UD ; data 


x 
Ë 
+ 





ana 6 Leds ee sui dé à 
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des substitutions linéaires ne comprend que des substi- 
tutions circulaires, dont l’ordre est l’un des nombres 
P +1, p, p —1 avec les puissances des mêmes substi- 
tulions. 

Le nombre total des substitutions linéaires est 
(p+i)p(p—:1), et parmi ces substitutions il y en a 


+1 D) — I , - TA 
(pæi)p(p—1) ii & ) dont le déterminant est résidu quadra- 


tique du module. De là résulte la proposition suivante : 


Taéorime. — L'ensemble de toutes Les substitutions 
linéaires, relatives à un module premier p, constitue 
un système conjugué trois fois transitif d'ordre 
(p+1)p(p—:1). En outre, les substitutions linéaires 
dont le déterminant est résidu quadratique forment 
un Système conjugué deux fois transitif d'ordre 


= (p+1)p(p—i). 


- Effectivement, le premier de ces systèmes renferme des 
substitutions circulaires d'ordre p +1, d'ordre p et 
d'ordre p— 1. Quant au second système, 1l renferme des 
substitutions circulaires d’ordre p avec des substitutions 


Pat 
2 





régulières d’ordre  OÉ parmi ces dernières on en 


peut toujours trouver une qui remplace un indice donné 
Zo par un autre indice donné z,. 

Dans le cas de p — 5, on retrouve immédiatement le 
système triplement transitif de substitutions de six lettres 
dont nous nous sommes occupé au n° 452. 


De quelques propriétés des substitutions lineair'es. 


AS. Taéorëme 1. — Si Ez designe géncralement 
les p(p — 1) substitutions linéaires et entières, relati- 
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vement au module p, et que oz soit une fonction 
lineaire quelconque donnée, les substitutions de la 
forme @""Eoz formeront un système conjugué d'or- 
dre p(p—1) qui ne déplaceront pas l'indice z pour 
lequel la fonction pz est infinie. 


En effet, en premier lieu, les substitutions 97 Eoz 
forment un système conjugué semblable à celui des sub- 
stitutions Ez (n° 427). En second lieu, soit z, l'indice 
que les substitutions 9-!'Eoz laissent immobile; on aura 


ptEpz=2z (mod.p), 
d’où 

Eyz=#%2z (mod.p). 
Il résulte de là que les substitutions Ez ne déplacent 
pas l'indice o6z,; on a donc 


® Z0 — D . 


CorozLarrE 1. — 17 existe p + 1 systèmes conjugués 
d'ordre p(p —1) dont chacun est compose de substitu- 
tions linéaires qui toutes laissent immobile un méme 
indice. 


CorozLaiRE Il. — Chaque système d'ordre p(p—1) 
s'obtient en multipliant l'un par l'autre les systèmes 
formes respectivement par les puissances de deux substi- 
tutions linéaires qui ne déplacent pas un méme indice 25, 
et qui sont l’une d'ordre p, l'autre de l’ordre p —1. 


Car soient 


2,0 3/05 "ER 2 NUE TS UNSS 


==, 
2 7 
7 


A ) Z v?z oP 
, ?=; ? 4 CCE T 


les systèmes formés par les puissances des substitutions 
&zetvz des ordres respectifs petp—+1, qui ne déplacent 
pas un indice z,. Le nombre des produits ®*6’z étant 


pe 
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p(p—1), il suffit de montrer que ces produits sont dis- 
tincts. Or, si l’on avait 


p# 0z — ok Pure 


on en conclurait 


! fs 
DDC = QE F2, 


ce qui exige que l’on ait = y, v'— v, puisque la sub- 
stitution oz d’ordre p —1 laisse deux indices immo- 
biles, tandis que 0z déplace p indices. Notre proposition 
est donc établie. 


Corozzatre III. — Le système des (p +1)p(p—1) 
substitutions linéaires s'obtient en multipliant l’un des 
systèmes d'ordre p(p— 1), dont les substitutions laissent 
un indice immobile, par le système des puissances d’une 
substitution linéaire d'ordre p +1. 


Soient 
Z; P1 Z, Po Z, ..., Pp(p—1)—1 Z 
et 


les deux systèmes dont il s’agit. Les produits ç,8z étant 
au nombre de {p +1) p(p—1), il suffit d'établir qu'ils 
sont distincts. Or, si x’ et y’ ne sont pas égaux respecti- 
vement à p et y, on ne peut pas avoir 


qar D" 2 — pu 0'z, 

car il en résulterait 
—1 13 — Qv—"" > 
Pu Pu FE +. 


ce qui est impossible, puisque la substitution 9 déplace 
un indice que les substitutions 9 laissent immobile. 


482. Taéorème Il. — Soient 02 une substitution li- 
néaire d'ordre p qui ne déplace pas l'indice 25, et 9z 
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une substitution linéaire quelconque. Pour que l’on 
puisse avoir 
p— 1002 — 6kz, 


il faut et il suffit que la substitution © z.ne déplace pas 
l'indice 29. 
En effet, la congruence 


0%=2z, (mod.p) 


entraine 
@z,=—=7z (mod. p. 


Si donc on a 
0o z — oz, 
il viendra, pour z — 2,, 
dpz3 —=9z (mod.p), 


et, puisque la substitution 9z déplace tous les indices à 
l'exception de zç, on a 


PZ—=2Z, (mod.p), 


ce qui exprime que la substitution ®z laisse zç immobile. 

Réciproquement, si oz ne déplace pas z,, 1l en sera de 
même de la substitution 9"! oz; celle-ci est d’ailleurs 
du même ordre que 8z. Donc les deux congruences 


0z2=2, p-\0yz=—=2z (mod.p) 


ont l’une et l’autre la même racine unique z,; il en 
résulte, d’après le mode de formation des fonctions li- 
néaires, que les fonctions 97 0»z et 0z font partie d’un 
même groupe de puissances, et l’on a 


o71 Vo z — 042. 


Il faut remarquer que l'ordre z de pz est égal à p ou à 
un diviseur de p —1. Mais, si le premier cas a lieu, çz 
n’est autre chose qu’une puissance de Oz. 
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Corozzarre I. — Une substitution lineaire d'ordre P 
n'est échangeable avec aucune autre substitution li- 
neaire, si ce n'est avec ses puissances. 


En effet, si la substitution Oz est d'ordre p et que wz 
ne soit pas une puissance de 0z, l'égalité 


(1) 6pz— 90z où 9 0oz — 02 


exige, comme nous venons de le dire, que l’ordre de wz 
soit un diviseur de p — 1. Alors la congruence 


(2) pz==2 (mod.p) 


a une racine z, distincte de z,, et l'égalité (1) donne, 
RESTE | 
0z2=#%0z (mod.p), 


d’où il suit que la congruence (2) a la racine 0z,. Or les 
racines de cette congruence sont z, et zo = 0z,; doncil 
faudrait que l’on eût 


022, ou 02, =0%, 


et, par suite, z, — z9, Ce qui n’a pas lieu. 


CorozLateE II. — Soient 0z une substitution linéaire 
d'ordre p et 9z une substitution linéaire dont l’ordre n 
est un diviseur de p — 1. Si les substitutions 8z et wz 
laissent immobile un méme indice z5, on obtiendra un 
système de substitutions conjuguées d'ordre np en mul- 
tipliant le système des puissances de 0 z par celui des 
puissances de 9z. En outre, ce système d'ordre np ren- 
fermera toutes les substitutions linéaires d'ordre n qui 
ne déplacent pas l'indice 20. 


Il est évident qu’on obtiendra un système conjugué 
d'ordre np en multipliant l’un par l’autre les deux Sys- 
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tèmes 
20 20 TR ER DO es 


2, P2,0p 2 lt Rp Nes 
En outre, ce système d'ordre np renferme toutes les 


substitutions d'ordre 7 de la forme 6-'00ëz, et, comme 1 
peut avoir l’une quelconque des valeurs 


ONDES EN PIRE 


on trouvera p systèmes formés chacun par les puissances 
d’une substitution d’ordre 7 qui ne déplace pas l’in- 
dice z5. Or il n'existe pas un plus grand nombre de tels 
systèmes : 1l suffit donc d'établir que ceux dont nous ve- 
nons de parler sont distincts. Je dis que l'égalité 


0—o0iz OT GE of pi+i 

est impossible, car, si elle avait lieu, il en résulterait 

0/00 z — 9Éz; 
mais on a! 09z— 0"z, et, par conséquent, 

p7t0/oz—0#/z, 602 — phtiz : 
on aurait donc 
p0(B—1)jz _—_ v“z, O(H—1)J > — CAT z, 

ce qui exigé À = 1, p —1. Mais, si L'On avait == nes 


substitutions 0z et oz seraient échangeables, ce qui n’a 
pas lieu. 


483. Taéorime LIT. — Soient 0z une substitution 
linéaire d'ordre p +1, et oz une substitution linéaire 
distincte des puissances de Oz. Pour que l’on puisse 
avoir 


(1) 97 0pz— Oz, 


il faut et il suffit quegz soit une substitution du deuxième 
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ordre et que les racines réelles ou imaginaires 25, 31 
de la congruence 


62=z (mod.p) 
soient telles, que l’on ait 
PZ—= A, PAZ (mod.p} 


Dans le cas où l’ordre de 0z est p —1, les racines 39, z4 
sont réelles et la dernière condition exprime que la sub- 
stitution oz transpose les deux indices que 802 laisse 
immobiles. 


S1 l'égalité (1) a lieu, le système des puissances de 
pt %wz, savoir 


(2) 2, 05 097,0 00%, ..., 
coïncide avec le système 
(3) MOSS » 


des puissances de 9z. Chacun des systèmes Cet 
renferme une substitution du deuxième ordre, et alors 
ces deux substitutions doivent être égales; on a ainsi 


pi DE PEN PE 


(4) Non uyz=— 6 


) 
2 


ZAOUS A0 2 pz—=: 





Réciproquement, si cette égalité (4) a lieu, les systèmes 
(2) et (3) étant du même ordre p + 1 et ayant une sub- 


stitution commune, ils coïncident nécessairement. 
pi 
S1 l’on remplace z par 8 ? wz, l'égalité (4) devient 
Diesi pt 
0 ? p0 ? oz go loz AE 
pet 
8 ? oz et #z ont donc le même carré, et il en résulte 
que ces fonctions sont du deuxième ordre. En effet, si le 


contraire avait lieu, les deux substitutions dont il s’agit 
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appartiendraient l’une et l’autre au groupe des puissances 
d'une même subsutution linéaire dz; on aurait 


H 


P 1 


0 2? oz 





YPz,> oz —= #4", 
d'où 


ds 


D 
0 2 z=—= 4" "2, 


| 


et par suite les fonctions petô feraient partie du même 
groupe de puissances, ce qui est contre l'hypothèse. 
Ainsi l’on a 

DER pÆi 


(5) p3 —5; 6 0 NID OUNEROTESES 

et réciproquement ces égalités entraînent la formule (4). 
Cela posé, soient z, et z, les racines réelles ou ima- 

ginaires des congruences 


pæÆt 
0z==z, 0 ? z2=—=2z (mod.p}), 


l'égalité (4) donnera 


p E1 pÆ1 


p0 2 pz=z, 90? pz—=Z (mod.p), 





ou 
pÆi pÆi1 


0? pz,—=9pz, 0 ? pz —= 092; (mod. p), 


d’où il suit quegzset9z, ne sont autre chose que z, et z,. 
Mais si l’on a 9z0= 20, 9z1 = 7,, les fonctions oz et 
pÆi 


8 ? z, qui sont du deuxième ordre, coïncideront: donc 
on a 


(6) DZo——=Z1, PZ1 —=2Z (mod. p). 


Réciproquement, si ces congruences (6) ont lieu, les 
congruences du deuxième degré 


PE p 1 


pr 0 ps 7 NON Z = ZM. pr, 
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auront les mêmes racines, et, comme leurs premiers 
membres sont des fonctions du deuxième ordre, ces 
premiers membres seront égaux entre eux. 


ConozLaire 1. — J{ existe p 1 substitutions du 
deuxième ordre 3 telles, que l’on. ait 


p—10pz— 682, 


savoir : p +1 si 0z est de l’ordre p+1,etp—i1st0z 
est de l'ordre p —1. 


En effet, z, et z, désignant comme précédemment les 
racines de la congruence 0z= 2 (mod. p), si l’on a 


PZ=—=Z, PZ=—=2%0 (mod.p}), 
la fonction linéaire du deuxième ordre pz sera 


a(2— 2 —%)+a 7%, 
at 





Zz = 
? a'z— a 


«a 


cette expression renferme une indéterminée — 


à laquelle 


S 


on peut attribuer les p + 1 valeurs 

DR 2 el Di— Leo 
toutefois, quand z, et z, sont réelles, 1l faut rejeter les 
deux valeurs © RTE . — z, pour lesquelles l’expres- 


sion de pzse réduit à une constante. Donc le nombre des 
substitutions wz est toujours égal à l’ordre de @z. 


CoroLLarre Il. — Si 0x est. une substitution d'ordre 
pæÆi1et que Gz soit l’une des p E1 substitutions du 
deuxième ordre telles, que 


p—!0pz — 6z, 


on obtiendra un système de 2(p +1) substitutions conju- 
S, a! Alg. SUPs; IL, 26 
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guées, en joignant aux puissances de 0z leurs produits 
par 9z. En outre, ces p+1 produits seront précisément 
les p+1 substitutions du deuxième ordre qui satisfont 
à la précédente égalité. 

D'abord il est évident qu’on obtiendra un système 
conjugué, en multipliant l’un par l’autre, à droite ou à 
gauche, les deux systèmes 


» +1) —1 
2,102, 402%, OT 2, 


2, 9B, 
Ensuite, si l’on considère un des produits obtenus, 


(1) Ÿz == bipz, 
comme l'égalité 
Du Ûoz — MZ 


entraîne 
pr 16093 — Ghz, 


on aura aussi 
(2) ÿz — pÜbz. 
Les formules (1) et (2) donnent 
V2 — lop0tiz QUES 
cela exige que l’on ait 


Par 


car autrement les fonctions d et o appartiendraient au 
groupe des puissances de 0, ce qui est contre l'hypothèse. 
Les produits 8{vz sont donc tous du deuxième ordre. 
L'égalité (1) donne 
Q!z = oz, 


et il en résulte que toute substitution linéaire 0z est le 
produit de deux substitutions du deuxième ordre, 
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Remarque. — On obtient un système conjugué d'ordre 
2n Si, en posant p+i—mn, on multiplie l’un par 
l’autre les deux systèmes 


2. O7e2: FEU à QURANTE 


Xe) 


z, wz. 


Corozzare III. — Pour que deux substitutions li- 
neaires qui ne sont pas des puissances d'une méme sub- 
stitution soient échangeables, il faut et il suffit qu'elles 
soient toutes deux du deuxième ordre, et que les indices 
(réels ou imaginaires) que l’une des substitutions laisse 
immobiles soient transposés par l’autre substitution. 


En effet, soient ® et d deux substitutions linéaires qui 
ne sont pas des puissances d’une même substitution. Si 
ces substitutions sont échangeables, aucune d'elles ne 
sera d’ordre p (n° 482); dz sera donc une puissance 
d’une substitution 0z d'ordre p + 1. L'égalité 


Vyz— oz où p'hpz Ya 


ne peut avoir lieu que si le groupe des puissances de 
97!@pz coïncide avec celui des puissances de 9z; cela 
exige que 9z soit du deuxième ordre. Le même raisonne- 
ment prouve que Ÿz est aussi du deuxième ordre; alors, 
d’après le théorème qui précède, si z, et z, désignent les 
racines de la congruence 9z= 2 (mod. p), les conditions 
pour que ®z et ÿz soient échangeables sont 


az, Ÿu—=Z (mod.p); 
il est évident que l’une de ces conditions entraine l’autre. 
AS. Tméorime IV. — Soient 0z une substitution 


linéaire d'ordre p+1, pour le module p, et w z une sub- 
stitution linéaire quelconque. On pourra satisfaire à 
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l'égalité 
OM r50" z — Ez. 

ou Ez désigne une substitution lineaire et entière, en 
attribuant à l’un quelconque des nombres m et n l’une 
quelconque des valeurs 0, 1, 2, 3, ..., p; la valeur de 
l’autre nombre sera alors déterminée. 

En effet, la substitution 0z étant d'ordre p +1, les 
puissances 

ANA 748.07 5 AT ONNIPE 
prendront dans un certain ordre les valeurs 
0, 1:20. 008,017 NA PER 
quelle que soit la valeur que l’on attribue à z. Cela étant, 
posons 
OVÉD = 20: COS) ei MU ie OS 
Si le nombre 7 est donné, la première de ces formules 
détermine z,, la deuxième donne ensuite z,, et alors le 
nombre m est déterminé par la troisième formule. Si au 
contraire le nombre 7 est donné, la troisième formule 
détermine z,, après quoi la deuxième donne z,—=&"!z 
> AP 0 i 

et le nombre 7 est ensuite déterminé par la première 
formule. D’après cela on a 


Mn ee Emmtrs à 


c’est-à-dire que la fonction linéaire 0/5 0" z devient in- 
finie pour z —  , et par conséquent elle est entière. 


CorozLarre. —$i le déterminant de la substitution &w z 
est résidu quadratique du module p, que r désigne une 
racine primitive pour ce module et que les entiers m, n 
soient tels, que la substitution 


ÿP+i-m SÛn z 


soit entière; si l’on pose en oulre 


PRET SRE ERP APT 
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a substitution 
és Sfn2z 
sera entière et son déterminant sera residu quadratique 
de p. 
En effet, suivant que m et » sont pairs ou impairs, la 
substitution dont il s’agit a l’une des formes 


I I 
ÿ—" sûr Z, ÿ—m 0! r'z, — 0-02, — 0" 0 rz: 
| r r 


elle est donc entière. D'ailleurs son déterminant est 
résidu quadratique de p, car elle est le produit de trois 
substitutions f,'z, &z, f,z, dont les déterminants sont 
résidus quadratiques. 


ExempLe. — Supposons p — 7, r —3, et prenons 


z + 6 








202 

02 5 2 5) 

z + 4 z + 6 

on aura 
5 070z — 2, Doubs "A7 an 4, 
I > 
Mob 327, mon SA + 6, 
; als {2 + 4, 0 o06z— 2 + 5, 


6650%3z—22z+ 06, 3 Pot 3a — fs + 4. 
\ 


Sur les substitutions de cinq et de sept lettres. 
485. Lorsque le nombre premier p est égal à 3, les 
substitutions des p —1 indices z 
O, 1e 2: SE ... (p —1) 


sont toutes linéaires et entières. 
M. Betti a donné pour le cas de cinq lettres l’expres- 
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sion analytique des substitutions, et M. Hermite a résolu 
ensuite le même problème à l'égard des substitutions de 
sept lettres. Nous allons exposer ici ces importants ré- 
sultats. 


DES SUBSTITUTIONS DE ciNQ LETTRES — Considérons 
d’abord le cas de cinq indices; d’après ce qui a été dit 
au n° 477, les formes réduites des substitutions sont 


0z=2, 2, z+ az (mod.5). 


Il 


La deuxième forme doit être exclue, car on en tire 





[8:P=2 =1 (mod.5); 
la troisième donne 
[92P= 24 out + ar ={1+a)z2+oa (mod.5) 


et pour faire disparaître le terme indépendant 1l faut 
poser 4 — 0. Toutes les autres conditions se trouvant 
d’ailleurs remplies (n° 477) par l'expression 0z = 2", il 
en résulte que la totalité des substitutions pour un sys- 
tème de cinq indices sont comprises dans les deux formes 


az+6, au(z+6) + 


où l’on n'excepte que la valeur de & = 0. 


486. Des suBsTITUTIONS DE SEPT LETTRES. — Dans le 
cas de sept indices, les formes réduites ne peuvent être 
que les suivantes : 

02=2, 2, 24 az, 
4 2? 5 ° (mod. 7}; 
z'+az +bz, 2+az + bz + cz 
parmi lesquelles on doit rejeter d’abord la deuxième et 
la troisième, parce que le terme indépendant de z subsiste 
nécessairement dans le cube de l’une et dans le carré de 
l'autre. 
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Soit 
02=2+ az?+ bz (mod. 7); 
on voit immédiatement que le terme indépendant dans 
[8z/? est a; on a donc a=0 (mod. 7). On trouve ensuite 
(2 + rie 212 + 3b29 + 3b2z6 + b3z8 
; (mod. 7), 
=(b?+36)z+ (36241) 
ce qui exige que l’on fasse 
38?+1=0, b=+E3 (mod.7) 
On a ainsi les deux formes 
02— 2 +323, 9z2—3— 327: 
mais la seconde se ramène à la première par la transfor- 
mation indiquée au n° 477, car, si l’on fait 
@z— a?0(az) — a?{aïzt + 3az) — 2 + 3aÿz, 
cette formule se réduit à 
Oz = 7! — 33, 


si l’on suppose 
aÿ=—1 (mod. 7) 


c’est-à-dire si l’on prend a non-résidu quadratique de 7. 
Cela étant, on a la série des puissances qui suit : 
02= 2 + 33 

[9:] = 62 + 32° 

[92 = 2% (mod. 7,, 

[az = 32; +2 

[02 = 32° + Gz? 
en sorte que toutes les autres conditions se trouvent 
remplies d’elles-mêmes. 

Soit en dernier lieu 


62—=2+az+ bz+cz (mod.7); 
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on aura, en égalant à zéro Le terme indépendant de zdans 
le carré, dans le cube et dans la quatrième puissance 
de 0z, 


_ 


DC + a =0, 
b(3+6ac+l?\=o, (mod. 7). 
a+ 4b?c?+ 2{2a + c){1+2ac + b?)=0o 


La deuxième condition est satisfaite en posant 
b=o (mod. 7), 
ce qui réduit la troisième à 


(2a +Hc)(1+2ac)=o (mod. 7); 


remplaçant c par la valeur — . a?= 3 a? (mod. 7), tirée 
de la première congruence, on obtient l'identité 
2{(a+ at)(1—aÿ)=2{(a—a)=o (mod. 7). 
On a ainsi cette expression 
ÿz=:+ as + 3az (mod. 7), 


où a reste indéterminé, mais que l’on peut ramener au 
cas de a= 0 et à ceux de a=1,a=3, au moyen de la 
relation 


aÿ(az) = 25 — aukz$ + 3u?a?z (mod. 1). 


On vérifie facilement que la cinquième puissance de 
notre expression de 8z ne renferme pas de terme indé- 
pendant, en sorte que la dernière condition exigée se 
trouve satisfaite d'elle-même. 

Supposons maintenant que b ne soit pas nul suivant 
le module 7. La première des conditions écrites plus 
haut nous donne 

c=3a (mod. 7) 
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et, en substituant cette valeur, les deux autres se rédui- 
sent à 

3— 34 + 2 — | 
: (mod. 7); 
a+ at=o | 


il suit de là qu’on a ces deux solutions 


a=0, = + 2 
et 


(mod. 7). 


Oz 





(mod. 7), 


a étant ici un non-résidu quadratique de 7; enfin, par la 
transformation déjà employée plus haut, on ramènera 


ces deux formes aux suivantes : 
0z2= 35 + 27? 


mod. 7). 
02=2 +38 7 | 7) 
En résumé, toutes les substitutions des indices 


EE ROUE ATEN PAU LE RP 
au nombre de 


102-941 007= 9040: 


peuvent être représentées par 


az + 6, xÿ(z +6) + y, 


la fonction 0 z prenant successivement ces formes : 
2 1:02, 
Par Th 


25+ az + 3a?z (a quelconque), 
+ añtz+ 3a?z |a non résidu de 7). 


410 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


487. M. Hermite a publié d’abord les résultats qui 
précèdent dans les Ænnales de M. Tortolini, et il les a 
complétés ensuite par des remarques que nous croyons 
utile de reproduire. 

Considérons les deux formes réduites z1-+3 z, 2549 z?, 
qui font partie de celles que nous avons obtenues, et 
distinguons les valeurs de z en deux groupes, contenant 
l'un les résidus quadratiques, l’autre les non-résidus, 
relativement au module 7. On trouvera 


z*+3z—2z (zrésidu quadratique de 7), 


Il 


4z (znon-résidu de 7), 
el 


25+2z=3z? (z résidu quadratique de 7), 


| 


2 


3 


(z non-résidu de 7). 


Considérons en deuxième lieu la forme réduite 
25+ 2% + 37, et distinguons les indices en résidus cu- 
biques et en non-résidus relativement à 7; on aura 


25+2%+ 32——2z (zrésidu cubique de 7), 


= + 2z (znon-résidu cubique de ñ). 


Considérons enfin les deux substitutions z° + 3 z° —z 
et z5+ 3z3+ z?— 7. On pourra encore ramener ces 
substitutions à la forme monôme, mais d'une manière 
toute différente. On a, en eflet, 


2 JAP (:<1), 


—=— 37? >1), 


2 
d'où l’on conclut, en faisant e — +1, 


D +3 +e—2—=(3+e:) (-<1), 


=(—3+e:)z (> 2). 





Ç 
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Ces résultats, dit M. Hermite, autorisent jusqu’à un 
certain point à supposer que, dans l’étude des forntes 
analytiques des substitutions pour un nombre premier p 
de lettres, les expressions nommées réduites se ramènent 
elles-mêmes à d’autres beaucoup plus simples, en con- 
sidérant les valeurs de l'indice comme résidus ou non- 
résidus de puissances dont l’exposant diviserait p —1, 
ou bien encore comme divisées en deux séries formées 
l’une de nombres inférieurs a © et l’autre de nombres 


supérieurs ; 


488. Par exemple, le nombre premier p étant quel- 
conque, Si l’on a une substitution réduite de la forme 


p —1 ) PA 
ER Pr +TI vga (: 2 — 1}, 


il est clair que l’on peut écrire d’une manière plus simple 


8z—92az .(siz ést résidu de p), 


0z2—2bz" {siz est non-résidu dep). 


C’est à cette catégorie de substitutions qu’appartient, 
dans le cas de p = 7, la substitution réduite 


02—— 25 — 22}, 


qui est telle, que l’on a 








6[0z|]=32 
CE 
2 Va de 
dLan(s) + 6] aabr (st) 4 (b5+ 28?) 


pourvu que 4 soit un résidu quadratique de 7. 
Il résulte de là que, à étant résidu de 7, les substitu- 
tions représentées par les expressions 


az+b, ab(z:+b)+ca 






ve £ E æ PA 4 , ‘ 2 es 3. ñ = WE Ur + + "3 È 1 
E | 2 , x à 
‘ An" ge A » LE. 
À : A pen ls 
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nr forment un système conjugué. La première expression | RTE 
dopne 3 X 3 ou 21 substitutions, la seconde en donne D 
3x7? ou 147. Donc il existe un système de 168 substi- Le 
tutions conjuguées de sept lettres; l'indice de ce système che 
est égal à 80. Cet i important résultat a été constaté pour “es 
, la première fois par M. Kronecker. à 
D 0 0 ame— 
; F 
. ; 
# 
a 
{: 
< é 
1% 
JE 
4 - 


A ML 7 
: s he L Ê La Fr 
(Eu f . À } 
; , F : RUE. Vue 
Pay” 0! "AR k 
ve - k pe FA ”) a 
# ” t . 6 * C4 « 
ane : > , d à Er 
EL - in N'y FOR + 2 PER 
WE. 2e J L * 2 QE k Re Lex 
a En À 18 EP rs RÉ R ei lt È ETC 74 L 


RAR «4 
; ; 
; es 
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CHAPITRE V. 


APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES SUBSTITUTIONS. 


Des valeurs diverses que prend'une fonction de plusieurs 
variables par les substitutions de ces variables. 


489. Je me propose ici d'appliquer les principes éta- 
blis dans les Chapitres précédents à l’étude des fonctions 
de plusieurs variables, au point de vue des valeurs di- 
verses que prennent ces fonctions par les substitutions 
des variables. 

Il suffit pour notre objet de considérer les fonctions 
rationnelles et même les fonctions entières; mais les dé- 
veloppements qui vont suivre s'appliquent à toutes les 
fonctions bien determinees. 

Désignons par V une fonction bien déterminée des 
n variables 

Los Lys Los +...) T1; 
formons les N— 1.2.3...n substitutions de ces variables, 
etexécutons successivement toutes ces substitutions dans 
la fonction V ; nous obtiendrons ainsi N résultats 


(1) MAVEDPEN ETIENNE 


Si la fonction V est symétrique, les N résultats (1) se- 
ront tous égaux entre eux; au contraire, ils seront tous 
distincts si la fonction V n'offre aucune symétrie. Ce der- 
nier cas se présentera en particulier si l’on a 


V = Lo + li + ado. Han 1 Tnt 


#0» Lis se) An Étant % coelficients inégaux. 


. 
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Désignons généralement par p le nombre de celles des 
fonctions (1) qui sont égales à V; alors y sera le nombre 
des substitutions que l’on peut exécuter sur V sans chan- 
ger cette fonction. Soient 


(2) LS 0e RES 


ces p substitutions. Comme la fonction V ne change pas 
quand on exécute, dans un ordre quelconque, deux ou 
un plus grand nombre des substitutions (2), 1l est évi- 
dent que ces substitutions constitueront un système con- 
Jugué. 

Nous avons vu (n° 425) que les N substitutions des 
n variables peuvent être représentées par 


1; S1 Sa CAM) Du 1 
T:, T; Si T5, RTL T; D p—13 
(3) f To, T,S; TES serres Te Se 


ee n'es © 27e ec nr sue né eus 600 rerer pren Lens 


| Ar SE: S1, 1 52 RE Lo Dai 


donc les N — uv fonctions (1) pourront être représentées 


par 
Va, VIEN PER ME" Vi, 


| v Vi), VO), ..., Yi), 
(4) Va, 7 VU Vie PU IE ME 


6}:  MLC'R'eLR ee" DTs 0...) 


7(1) T(2) (pp —1) 
NEA NULS but . V , 


u—1 


Vi désignant généralement le résultat obtenu en exécu- 
tant sur V, d’abord la substitution S;, puis la substitu- 
tion T;; dans le cas de 7j — 0, la substitution S; doit être 
réduite à l’unité, et nous écrivons V; au lieu de V. 
Comme les substitutions S ne changent pas V ou V,,on 
voit que, dans le tableau (4), les termes d’une même ligne 


Lu if til 
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horizontale sont égaux entre eux, et que les seules va- 
leurs distinctes de V sont 


(5) Vos Vi: V:, TRUE Vi: 


490. Lorsqu'une fonction ne sera pas altérée par une 
substitution, je dirai, pour abréger le discours, que la 
fonction admet la substitution ; on peut alors énoncer la 
proposition suivante : 


Taéorëme I. — Les substitutions d’une fonction de 
plusieurs variables forment un système conjugué, et l’in- 
dice de ce système est égal au nombre des valeurs dis- 
uinctes que la fonction peut acquérir par les substitutions. 


Ce théorème entraîne diverses conséquences (n° 426 
et 444), parmi lesquelles nous devons signaler les sui- 
vantes : 


CoroLLaIRE I. — Le nombre des valeurs distinctes 
d'une fonction de n variables est un diviseur du pro- 
HALLE 002...11. 


… Corozzaire Il. — Le nombre des valeurs distinctes 
d'une fonction de n variables ne peut s'abaisser au- 
dessous de n sans se réduire à 1 ou à 2, le cas de n—=4 
étant seul excepté. 


CorozLaiRe I. — Une fonction de n variables, qui a 
précisément n valeurs distinctes, est symétrique par rap- 
port à n—1 variables, le cas de n —6 étant seul ex- 
cepte. 

Il faut remarquer que, si l’on exécute une substitution 
quelconque sur les y fonctions (5), ces fonctions ne pour- 
ront que s’échanger les unes dans les autres. Si donc on 
désigne par V une indéterminée, le produit 


(MEN) VV NN) 


ZAR ES GT 
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sera une fonction symétrique. Il en résulte que toute 
fonction symétrique des fonctions (5) est une fonction 
symétrique des variables x; nous avons déjà eu l’occa- 
sion de faire cette remarque au n° 180. 


491. La proposition que nous venons d'établir admet 
une réciproque que l’on peut énoncer comme 1l suit : 


Taéorkme IL. — /{ existe toujours des fonctions qui 
admettent les substitutions d'un système conjugué donne 
et qui n'admettent aucune autre substitution. 


En effet, soient 


(a) LG PNR ME me 


les substitutions conjuguées données, et désignons par X 
une fonction de n variables 


Los T4)9 Lo; pue 19 TL'n—1 


dont toutes les N valeurs soient distinctes; on pourra 
prendre, par exemple, ( 


X = a0T0 + AT + Ge Te He. + En Ts 


Los Li +++, Ans étant des nombres inégaux. 


Soient 
XX CECI 


les résultats obtenus en exécutant sur X les uw substitu- 
tions (1), et posons 

V= XoX1X2. . Not 
il est évident que la fonction V admet les g substilu- 
tions (1) et qu’elle n’admet aucune autre substitution. 


Remarque. — Si l’on pose 


VX, X4, Xe .., Xy-1) 


di  É 


ac 
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f désignant une fonction symétrique de X,,X,, ..., X,_,, 
la fonction V admettra les substitutions (1); mais elle 
peut aussi en admettre d’autres, si la fonction f a une 
forme convenable. Si l’on fait, par exemple, 


VE XLR ex, 7, 


V sera une fonction symétrique des variables x5, x, 
Tn-1- 


Des fonctions semblables. 


4992. Deux fonctions de 2 variables sont dites sembla- 
bles lorsqu'elles admettent les mêmes substitutions. 
Ainsi les fonctions 


To: —+- Lola; ([xy + 1) (ts +3) 


des quatre variables x,, x1, X+, x, sont semblables, car 
elles admettent les huit mêmes substitutions : 








I (ro #4) er. To) Rer, E5 | PRE LS A | 
(dos T3) (os T3) (xs, da) (To? Zi) (Las re) , 
(té, La T1, FA 


ui forment un système conjugué dont l'indice estégal à 3. 

q } 5 5 
Lagrange a faitconnaître une propriété importante des 

fonctions semblables que l’on peut énoncer ainsi : 


Étant données deux fonctions semblables des n va- 
PARENT CO Garon. l Chacune de ces fonctions 
est exprimable par une fonction rationnelle de l’autre, 
dans laquelle les coefficients sont des fonctions symé- 
triques des n variables. 


Cette proposition est contenue dans une autre plus 


L4 mn 


générale que nous allons établir : 


Taéonëme. — Ætant donnees deux fonctions des 


S. rad Als. SUP., LL, 27 
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n variables x), Lit. Th M SAPOIT à 
Va Eire Lis Loy En-41 
Vie, Li, Las 0.) ER | 


si la fonction y admet toutes les substitutions de la 
fonction V, elle est exprimable par une fonction ra- 
tionnelle de V, dans laquelle les coefficients sont des 
fonctions symétriques. 


En effet, soient 
PS PS PT ET fe 
les substitutions conjuguées de V, et 
LOTERIE 


les y substitutions par lesquelles on déduitrespectivement 
de V les v valeurs distinctes que cette fonction peut ac- 
quérir ; supposons enfin que V, et y, soient les résultats 
obtenus en exécutant la substitution T, sur V et sur y. 
Nous regardons T, comme égale à 1, et, en conséquence, 
Viet yo ne seront autre chose que V et y. 
Si l’on fait 

PV)=(V— Vo) (V— Vi) (V — Va). (V = Von) 

on aura, en développant, 


JV NE PV EL EP, VER CPR 


P,, Ps, ..., P, étant des fonctions symétriques. Ici V 
est regardée comme une indéterminée, et l’équation 


(1) Ÿ (V) —0 
a pour racines 


(2) Vos Vas Vas ee Vis 
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Considérons maintenant la fonction 
Vr sp 


où m est un nombre entier quelconque ; par hypothèse, 
cette fonction admet toutes les substitutions de V':; sielle 
en admet un plus grand nombre, ces substitutions pour- 
ront être représentées par 


1, S 19 S25 ACER | Su—19 


Ro-15 R;-: S1 R;_ 52; CR R;_; Out 
et, en multipliant par certaines substitutions 


1, Q:, Q:, ..., QE 


on formera (n° 425) toutes les 1.2.3...n substitutions 
des n variables. Il résulte de là que les subsututions T 
sont les produits des substitutions 


1; R;, R;, CROIS, Ro1, 
qui ne changent pas V”y, par les substitutions 
1, Qu Q -.., Qi. 


Ainsi, en appliquant à la fonction V”y les y substitu- 
tions T, on obtiendra les À valeurs distinctes de cette 
fonction, répétées chacune p fois; par conséquent la 
somme 

Ve Jo sh Ve ag Va Je D Arts Vies 


est une fonction symétrique des 7 variables x4, x1, ..., 
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Xn_1. 91 donc on donne à mles valeurs successives 0, 1, 
2, ++. (v—1), et que l’on pose 


Jo FM Yates + Von = dos 
VoY + ViY2 Va Tarte 0 VESTES 
(3) V0 + Via VE Va he 0 NE PES 


Vo po Vin Er NE rl 


toy t1, .. seront des fonctions symétriques, 
Ajoutons les équations (3), après les avoir multiphées 
respectivement par les facteurs indéterminés 


VOUS PRE EE AR à 
et faisons, pour abréger, 
(4) pIVI = NET EE VE PER eR 
on aura 


(5) E Jo? Vo) + J1P(Vi) Hi. + rap (Vs) 

= top FERMER SERRES 
et si l’on veut la valeur de y, par exemple, il suffira de 
déterminer les facteurs 6, À, ..., de manière que l’on ait 


{ 


(6) ?(Vo) = 0, p(Vi)=0, RE AE EC 


excepté o(V,) = 0; alors l'équation (5) donnera 
: Lo ho + 4h + + Les et 
(7) rie FE af) CCR 


ctil ne restera plus qu’à trouver les valeurs de À6, 14, .…, 
ce que l’on peut faire très-aisément de la manière sui- 
vante, 


,F 
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Les équations (6) qui déterminent ces facteurs expri- 
ment que l'équation 
p(V) = 0 


dpoutracimes Ve, Vi, .2,-V, excepté V,; mais l’équa- 
tion (1) 

Ÿ | V) —0 

a ces mêmes racines, y compris V,; etcomme, d’ailleurs, 
les plus hautes puissances de V dans &(V)et dans®(V) 


ont pour coefficient l’unité, on aura identiquement 


ou, en développant le quotient de d(V}par V—V,, 


MIN PR OV PS de + P;u 
rate rés Div + P,=V, 
nr dé H PT 
+ PV 

Ar 


En identifiant cette valeur de (V) avec celle donnée par 
l'équation (4), on obuüent les valeurs suivantes des fac- 
teurs À: 


er == P;, re Ve, 
NRA L; Ve + Ne, 
(8) LAEN = P, + PV, + P, Ve + Vo 


MOST ER TT US 178 19 © 'ousls 0 3 


Ces facteurs étant tous exprimés en fonction de Va et des 
fonctions symétriques, il en sera de même de 34. On peut 
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donner à l'expression de y, une forme très-simple; si l’on 
fait, pour abréger l’écriture, 


Sym = ty + Pit + Pts +.., +P, su FP,:%; 
Sy be + Pit + Pots Hs. Piste 
Se D LiDE PCR pe 
PRÉ TE RER) LAN EST ; 
S—= 4 + Pit, 


Sp lg 


et que l’on désigne par O(V,) le numérateur de la va- 
leur de y,, donnée par l'équation (7), on aura 


(9) O(V,)= so Vi + Vs Ve Ps 


Quant au dénominateur de l'expression de y,, 1l est égal 
ào(V,), c'est-à-dire à la valeur que prend la fraction 
pCV) 

VEN, 





pour MEN cette valeur est 


(ro) DV) = Va + (v—i)P Vi... His, 


Ÿ’ désignant la dérivée de 4. On a donc 





, __e(w) 
( ) Jo p'{V.) 
ou 

BV) 
(2) TE pv)’ 


en désignant simplement par V l’une quelconque des 
valeurs Vs, V,, ... et par y la valeur correspondante 
delatsurté en ne 

La formule précédente démontre le théorème énoncé, 
et elle donne l'expression de y en fonction rationnelle 
de V. Ajoutons que, par la méthode exposée au n° 182, 
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on pourra donner à la formule (12) la forme plus simple 
UN ar 


IT (V) désignant une fonction entière du degré y—1 a 
plus, dans laquelle les coefficients de V sont des fonc- 
tions symétriques des variables x. 


Sur la formation des fonctions de n variables, 
qui admettent des substitutions données. 


493. Le problème qui a pour objet de former les fonc- 
tions de 7 variables, dont le nombre des valeurs distinctes 
est égal à un nombre donné , se ramène, d’après les 
théorèmes précédents, à la détermination des systèmes 
de substitutions conjuguées dont l'indice est égal à v. 
Effectivement, quand on connaîtra un tel système, on 
obtiendra sans difficulté, par le théorème du n°491, une 
fonction particulière V correspondante, qui aura pré ci- 
sément y valeurs distinctes. Et, quantauxautres fonctions 
semblables, elles seront toutes exprimables, comme on 
vient de le voir, par des fonctions entières de V du degré 
v—1, dans lesquelles les coefficients des puissances de V 
seront des fonctions symétriques. 

Considérons, par exemple, les fonctions qui ont deux 
valeurs distinctes. Les substitutions de ces fonctions 
forment un système conjugué dont l'indice est égal à 2; 
ce système est unique, comme on l’a vu au n°429, et il 
se compose des substitutions qui équivalent à un nombre 
pair de transpositions. Les fonctions V dont nous nous 
occupons sont donc semblables, et si l’on désigne par P 
l’une d’elles, l'expression générale de V sera 


V = À + BP, 


À et B étant des fonctions symétriques. On peut prendre 
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pour P la fonction alternée des n variables x6, 1, + .., 
Xn_1, dont nous nous sommes occupés au n°9236 et qui a 
pour expression 


P—(xi— 70) (ro—ro)s(tn 1 To) (ro— T3)... (nr Tne)e 


Il est évident que les fonctions qui ont deux valeurs 
distinctes admettent toutes les substitutions circulaires 
du troisième ordre qu’on peut former avec les variables, 
et qu'elles n’admettent aucune transposition. 

Parmi les fonctions qui répondent à un système donné 
de substitutions canjuguées, on peut se proposer de dé- 
terminer les plus simples, par exemple celles qui, étant 
rationnelles et entières, ont le plus petit degré. Énoncé 
dans ces termes, le problème qui nous occupe exige des 
considérations d’un tout autre ordre, et sa solution offre 
de sérieuses difficultés. Nous n’aborderons point ici l’é- 
tude de ce nouveau problème, qui est d’ailleurs tout à fait 
en dehors de notre sujet ; toutefois, afin de présenter une 
application de la théorie que nous avons développée dans 
les Chapitres précédents, nous croyons utile de faire con- 
naître ici un procédé particulier par lequel on obtient 
facilement les fonctions qui répondent à certains sys- 
tèmes de substitutions conjuguées. 

S1 un système de substitutions conjuguées est m fois 
transitif, nous dirons, avec Cauchy, que les fonctions 
qui admettent ces substitutions sont m fois transitives. 


Des fonctions doublement transitives de n variables 
qui ontr.2.3...(n—2)valeurs, n étant premier. 


494. Les fonctions dont il s’agit ici jouent un rôle 
considérable dans la théorie des équations algébriques. 
Elles répondent au système conjugué formé par les 
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n (n —1)substitutions linéaires et entières de la forme 


a z+ b 
>) 
Z 
z désignant successivement tous les indices 0, 1,2, .…, 
(n —1) des » variables 
(1) Los Ts Toy res Tnp—1s 
et les valeurs de az + b étant prises, suivant le module #, 


entre les limites zéro et 7 —1. 
Soit & une racine de l'équation 


(2) TEE EUR 

\ Re PRE 

et posons 

(3) = To + AT + a Ta + à + hornet NUE 


1l est évident que t est une fonction des nr variables (1) 
qui a 1.2.3...72 valeurs distinctes. 
Exécutons, sur la fonction £, la substitution d'ordre » 


fz2+1 


ainsi que les puissances successives de cette substitution. 
On obtiendra 7 résultats 
(4) gs Ego Lan 260 01 lni2f 


et comme {,se déduit de £ en remplaçant chaque indice z 
par z +, on aura 
Brit ati t .+a/xi,+...Hotir,,, 4. 
Soit 
Lys OU) = pe (mod. n), 
& étant compris entre zéro et 7 —1, 1l viendra 
nur ati art eh el, 


ou 
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ainsi chacune des fonctions (4) est égale au produit de £ 
par une puissance de x, et comme on a 


R— 
ARTE 


les fonctions dont il s’agit ont la même puissance nie. 
S1 donc on pose 0 —#{*, ou 


(5) O—={xo+ ax + CE EE mA: Us 

la fonction 6 sera invariable par la substitution circu- 
; z+I Per 

laire ‘). et 1l est évident que le nombre de ses va- 


leurs distinctes sera 


1:2:92 0 7e 


Maintenant désignons par rune racine primitive pour 
le nombre premier n, et exécutons sur les indices z des 
variables x les puissances 0, 1, 2, ..., (7 — 2) de la sub- 
stitution circulaire, d'ordre 2—1, 


6) Ë 
z 2) 
on obtiendra ainsi 2—1 résultats que nous représente- 
rons par 
(6) 8» Û,, CPR QC) 0,2. 
On aura généralement 

(To + AT onto + alt ..u +: : +) 
et si l’on pose 

ji, jÆü" A (mod. x), 


à étant compris entre zéro etn— 1, il viendra 


\ 


0, = (ro + Dar UT TR Er UE 


d’où 1l suit que 8, se déduit de @ en remplaçant « par 


CC pl 


SECTION IV. — CHAPITRE V. 427 


n—1—4 : ° ; 
œ . Or, si l’on donne à y les valeurs successives 
GO A ANT R 
ri prendra toutes les valeurs 
LRO Ad) 
suivant le module 7, et, par conséquent, l'expression 
n— 1— . . 
œ”"  ‘ donnera successivement les 7 —1 racines 
e Lal 
(7) X, Où Yy 9 D 


de l'équation (2). Donc les valeurs des fonctions (6) s’ob- 
tiendront en remplaçant & par chacune des racines (7) 


dans l'expression de 8; on a ainsi : 
res (ro ar + ax, +, ° ul” 
ro bris trs + 6x, 1)", 
(8) da = (ro + ri + V ra + ner je 


eur ee SPA sl eeso nn) eo AMEN ONG at ere etes ete" e Lee jee 


D 


n—2 — (xo + OT + D X3 +... he on le 
Chacune des fonctions (8) est invariable par la substi- 


; 2 CT : | 
tution et quand on applique à ces fonctions la 
p q ppq 


: : rz 
substitution ( ‘) elles se changent les unes dans les 


autres ; si donc on désigne par @ une indéterminée, la 
fonction 


HET NEA NES CT 


admettra les substitutions 


3 +I Fe 
3 Z 


par suite, elle admettra toutes les substitutions linéaires 
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Le 
# ? 
et le nombre deses valeurs distinctes sera 1.2.3... (n—). 


À 


et entières 


Il estévident que touteslesfonctions symétriquesdeb,, 
0,,..., 0,» _> admettent les substitutions linéaires et en- 
tières; ces fonctions sont donc deux fois transitives. 


495. Si d désigne un diviseur de 7 — 1, que l’on fasse 
AN —1z== de, 


et qu’on applique à la fonction 6 les puissances de la 
substitution régulière | 
r{z) 


Â 


qui est de l’ordre e, on obtiendra e résultats 
Do; 0, ER à LE Des 
et il est évident que la fonction 
CÉSAR ATEN RTE 


AUTAU ITA DR (nr — 2) X d valeurs distinctes. 


Des fonctions triplement transitives de n + 1 variables 
qui ont 1.2.3...(n — 2) valeurs, n étant premier. 


496. L’existence des fonctions dont il s’agit est évi- 
dente à priori; ces fonctions répondent au système con- 
jugué formé par les (n +1) #(7—1) substitutions li- 
néaires relatives au module premier ». La règle que je 
vais exposer pour les obtenir ne diffère que dans la 
forme de celle qui a été donnée pour la première fois 
par M. Émile Mathieu. 

Le nombre 7 étant supposé premier, considérons 
d’abord les nr variables 


(1) Too is Los es Tn—15 


LCL, LT 
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et posons, comme au n° 494, 


| De Pari ha rat... +æutit)", 


p DE] = 
CE D ect 6 LT, 7, 


Rs (zo 2 © Ty HD ra + à + per EN LA 
2, 6,7, ..., & étant les 7 — 1 racines de l’équation 


x! — 1 
——— = 0. 
Fa à 


Soit y une fonction rationnelle et symétrique quelconque 
des 2— 1 expressions (2): cette fonction y sera inva- 
riable, comme nous l'avons vu, par toute substitution 
de la forme 


: F3) 


Àz étant une fonction entière quelconque de l'indice z. 

D'après la théorie des fonctions semblables, toute fonc- 
tion des variables {1) qui admet les substitutions (3) est 
une fonction rationnelle de v dans laquelle les coefficients 
des puissances de sont des fonctions symétriques. Dési- 
gnons donc par V, une fonction rationnelle arbitraire de 
la quantité y et d’une nouvelle variable que je représen- 


terai par x, ; Vo sera une fonction des 7 + 1 variables 


Lo, …., T4 etes 9 


qui sera invariable par toutes les substitutions entières et 
linéaires ; on peut, si l’on veut, prendre pour V, la fonc- 
tion y elle:même. 

Cela posé, soit 4z une fonction rationnelle linéaire 
d'ordre 7 + 1 pour le module n, et désignons par V; la 
valeur que prend V, quand on exécute à fois sur cette 
fonction la substitution 


/ x 


ÿz 
A 
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ce que l’on peut exprimer en écrivant, d’après la nota- 
tion de Cauchy, 


(4) V Va V. 


Soit encore w z une fonction rationnelle linéaire d’ordre 
quelconque pour le module », et exécutons sur V;la sub- 
stitution 


on obtiendra un résultat qui peut être représenté par 


(2 Ve (et 
z Z 


Or, si j désigne un entier quelconque, comme la fonc- 
uon 0z est d'ordre n + 1, on pourra effectuer la substi- 


1 Oz ; DR Olo0iz 
tution di | en faisant d’abord la substitution p 
Z Z 


Q+1—j z 


puis la substitution ) . On peut donc écrire 


Z 


(re) ve (rare) (a F6 V,. 
z z Z 


égalité où chacun des nombres jet j est arbitraire. Mais, 
d'après le théorème du n° 484, à chaque valeur de l’un 
des nombres à, j correspond pour l’autre nombre une 


0j 50iz 
Z 


est une substitution entière; et en outre, quand l’un des 
nombres 1, j reçoit successivement les 7 +1 valeurs 
0,1, 2, ..., 2, l’autre nombre prend aussi toutes ces 
mêmes valeurs. Si donc à et j sont choisis de manière 
à réaliser les conditions du théorème que je viens de 


valeur telle, que 


SECTION IV. — CHAPITRE V. 431 


rappeler, comme V, est invariable par les substitutions 
linéaires et entières, on aura 


gn+1—j 
Z Z 


ou, d’après la formule (4), 


(5) (anne 


et, je le répète, si dans cette formule l’un des nombres 1, 
j prend successivement les 7 + 1 valeurs o, 1,2, ..., 7, 
l’autre nombre prendra aussi successivement toutes ces 
mêmes valeurs. 

La formule (5) exprime cette conséquence remar- 
quable, que les n + 1 fonctions 


(6) Vo; \ V:, QE) LEA 


forment un système qui est invariable par une substi- 
tution linéaire quelconque, c'est-à-dire qu'une telle 
substitution ne peut qu'échanger entre elles les fonc- 
tions du système. 

Si donc T désigne une fonction symétrique des ex- 
pressions (6), que l’on fasse, par exemple, 


(7) D NV VV VE Vi) 


V étant une indéterminée, la fonction T admettra toutes 
les substitutions linéaires ; elle sera donc triplement tran- 
sitive, et elle aura 1.2.3...(7—2) valeurs distinctes. 

Si l’on désigne par T, et T, deux fonctions semblables 
à la fonction T, par P la fonction alternée 


(ri — ro). (as — x) (re — 3). ..(x — En1) 
des n +1 variables, et que l’on fasse 


DS — Ti --PT;, 


432 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


la ionction S admettra toutes les substitutions linéaires 
dont le déterminant est résidu quadratique de #, et qui 
équivalent en conséquence à un nombre pair de transpo- 
sitions. S aura donc 2 X1.2...(2—2) valeurs distinctes, 
ainsi que M. Mathieu en a fait la remarque. On peut aussi 
former les fonctions S dela même manière que les fonc- 
tions T, en faisant usage du corollaire du n° 484; mais 
nous devons nous borner à cette indication. 


Sur les fonctions triplement transitives de six variables 
qui ont six valeurs distinctes. 


497. On peut donner plusieurs formes diverses aux 
fonctions dont nous venons de nous occuper; nous pren- 
drons comme exemple le cas des fonctions transitives 
de six lettres qui ont six valeurs distinctes. 

Les variables étant désignées par 


Los Mis Los Lys dés 13 


nous poserons 


FL Eee GS " y a is 
Vo RES D ii le 


et, les indices z élant pris suivant le module 5, nous effec- 
tuerons sur V, la substitution du cinquième ordre 


Z 


2 + I \ ; 
JA: 1, 2:19, 


et ses puissances ; on trouve alors les résultats suivants : 


Vies Ty ET LE rte tan 


V, ee ml” LT en mn 0 
Vi =T ME tm, Er 
V, = L, Ly + Lilo E Li 24; 
Pres = LCL = Co La Ti Ts. 


Ensuite, si l’on fait 


T=iV—-V)(V— M) (V— Vs) IV — Vs) (NM, 
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V étant une indéterminée, la fonction T sera invariable 
par toutes les substitutions linéaires et entières. et, 
comme elle n’est pas symétrique, elle aura précisément 
six valeurs distinctes. Pour justifier cette assertion, 1l 
suffit d'établir que la fonction T est invariable par deux 
substitutions linéaires, l’une du quatrième ordre, l’autre 
du sixième. La substitution du quatrième ordre 


Reine 2, 4, 3) 


Z 
laisse V, invariable, et elle change 


Vis AV ONE 


en 
V», ML Vi, \' 


ensuite la substitution du sixième ordre 


(=) 


\ 





, SOYONS 4, 3, 2) 


change 

Vos V;, Vo, V3, V, 
en 

V:, Vos V:, Vas Vo 


ce qui achève la démonstration de notre proposition. 


Méthode de Lagrange pour calculer une fonction des 
racines d'une équation donnée, quand on connaït 
une autre fonction quelconque des racines. 


498. Parmi les travaux publiés depuis un siècle sur la 
théorie algébrique des équations, l’un des plus impor- 
tants est, sans contredit, le célèbre Mémoire de Lagrange, 
que nous avons déjà eu l’occasion de citer (n° 189), et 
qui fait partie des Mémoires de l’Académie de Berlin 

S. — Alg. sup., LE. 23 
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pour 1970 et 1771. On rencontre, entre autres résul- 
tats remarquables, dans ce grand travail, le beau 
théorème que voici : 


Dès qu'on aura trouvé, par un moyen quelconque, 
la valeur d'une fonction rationnelle des racines d’une 
équation, on pourra, en général, trouver la valeur d'une 
autre fonction rationnelle quelconque des mémes racines, 
et cela par le moyend'une équation simplement linéaire. 
Quelques cas particuliers exigeront cependant la réso- 
lution d'une équation du deuxième, du troisième, etc., 
degré. 

Soient 


CD Tee 2 


9 ‘"n—1 
les n racines de l'équation 
(a) a+ part pat + ph 1T + Pr=0, 


et 
NN lis .…., Ds à 


At Las TR 


deux fonctions rationnelles de ces racines dont la pre- 
mière a une valeur donnée. 

Nous supposerons d’abord que la fonction fadmette 
toutes les substitutions de F ; dans ce cas, on peut déter- 
miner la valeur de f par la méthode dont nous avons fait 
usage au n° 492. Effectivement, si l’on représente par 


(2) Vo, Vas Vs; ... LR” 


les valeurs distinctes que prend F par les substitutions, 
et par 


(3) Jo: J'1° Vos es Vyt 


les valeurs correspondantes de /, que l’on pose en outre, 
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comme au n° 499, 


| 2 ame 21 Von PE UT on pt LV FA 
VoYo + ViYi H VaYa Ro Vins = 4, 
(4) Vo COVER AN Ta rien 2; 


Von Do Vi a ET ae Vi 6 4, 


on pourra exprimer Lo, £4, -.., {,_, en fonction des quan- 

tités connues, puisque ce sont des fonctions s ymétriques 

des racines de l’équation (1). Ensuite la résolution des 

équations (4) fera connaître les inconnues 3 5, Y4, -... 
Nous avons vu que, si l’on représente par 


(5) YV)= VIH P V2 +... +P,V+P, 
le polynôme égal au produit 
(V—V,)(V—V;).. .(V — V,), 
par d'(V) la dérivée de V, puis que l’on fasse, pour 
abréger, 
f Sy—1 — CAO —+ p, do —+- P, 4,3 + SH —- |A due à l —- pr Lo 
is Us PUF HP 0, 
OURS 40e re ha Yi DL PRVE AA AE AR ES VE 
Si = 4 + Pia 
So = 
et 


PRRTOIN) = OV TES ES VS, à, 


les valeurs des inconnues y sont 


(Vi) e(V,) O{V, 1) 


mA 


nu me iTum) 





Dans l'hypothèse où nous nous sommes placé, la fonc- 
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ton F a y valeurs distinctes algebriquement; mais ici 
Los Lys +. Ln_s ne sont plus des indéterminées, et il 
peut arriver que plusieurs des quantités (>) soient ru- 
mériquement égales entre elles. Lorsque ce cas se pré- 
sente, l'équation 


(9) #(V)=o 


a des racines multiples, et quelques-unes des formules (8) 
deviennent illusoires; mais, dans tous les cas, si V, est 
une racine simple de l’équation (9), la formule 


_ el") 
7 YU) 


donnera toujours, comme nous allons le démontrer, la 
valeur de ÿ qui répond à la valeur V, de V. 


499. On voit, d’après ce qui précède, qu'il est néces- 
saire de compléter l’analyse du n° 492 pour l’adapter au 
cas qui nous occupe ici. Supposons que, parmi les quan- 
tités (2), 1l y en ait : qui soient numériquement distinctes 
et représentons-les par 


(10) 'ÉPA PPANURE EEUA ES À 


Soient V, l’une des quantités (10) et %e la somme de 
toutes les valeurs de y qui répondent aux valeurs de V 
égales à V,. Les équations (4) deviendront 


Lo PEER NET 
VS Yo + V, Yi +, sh + V; Ÿ;, pe) ls 


. S'en ps loge v 66/92 /2 eN21b ne RD OUT MR se NET , 


Vo Ye or 8 MAN 4 4 


i 


CLEA 
Re w 
LC 


a 7% 


FAT : è 
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il est évident qu’elles ne peuvent déterminer que les 
i quantités 
D'R PS CERA ET 

et que les: premières équations suffisent en toute rigueur 
pour cetobjet; mais nous en emploierons un plus grand 
nombre, afin d’arriver à des formules où ne figurent que 
les deux seules fonctions O(V), Y(V) déjà introduites. 

Désignons par r le nombre des quantités (2) qui sont 
égales à V, et considérons les y— +1 premières équa- 
tions (11); dans le cas der —1, aucune équation ne sera 
exclue. Ajoutons les équations dont il s’agit, après les 
avoir multipliées par les facteurs 


CE FE TRANS FE 
et faisons, pour abréger, 
VV CE 0, VU RS OV + 0,, 
on aura 
Y5?(Vo) + Yio(Vi) Fe ne PEN p(Vin) 
ESPN VRAIES CPE QUULE AN DS EME NT 


et si l’on détermine les facteurs 9, de manière que l’on 
ait identiquement 
ÿiV) 
Ce ee AAA 
ro 


la précédente équation donnera 


(13) Y jte 5€ A7 ô, d ge CE Cp qe CHIPSET ly—1 2 br 

: g(Ve) 
L'expression de o(V) s'obtient facilement en mult- 
pliant les deux expressions 

YIV)=V'+P Vi +... HP, V +P,, 

I I 


Mn en Venir E Lee 
D ve D rv 12 Vr 


= 
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et en négligeant dans le produit les puissances néga- 
üves de V. En comparant le résultat obtenu avec la for- 
mule (12), on obtient 


DUT 
Afazes, Pre V° +. CRC] 


bip + . Ph 
r(r+i)...(v—1) 


RER (y — r— I ] 


TJy—r 
ve 


? 


7 
Û, re prie —+ I Pur ES V, +. . 


(14) { Le r(r+1)...{(v— 2) cs 
1-2 (v—r— 2) g f À 
RARE RE Sousx AS 
r r(r +1) 
bre Pi += PiVe + FE Vo 


73 
he CM — P + L Ve. 


D'après ces formules (14) et en se servant des for- 
mules (6), on trouve que le numérateur de l’expres- 
sion (13) de Ÿ, est le produit du polynôme 


(v— 1)... (v—r)s Vi” 
(15) + (v— 2). (v—r—i)s Vi 


+ r(r—1)...25,, 


À I 
ar le facteur numérique 
P { 120.93. (0 


cette expression (1 5) est précisément la valeur que prend 
pour V = V, la dérivée d'ordre r—1, ®"-1(V), du poly- 
nôme O(V). Quant au dénominateur de l'expression 


de Ya est égal à o(V,) ou à 


; on voit que 


LPAUVE 


mm (9 


102.3,.07 
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La formule (13) devient alors 


| MOUV a 
à PA DRE 


dans le cas de r —1, Ÿ, doit être remplacé par y, et 
DPSCN. 


formules (8) qui détermine y,. 


) par O(V,); on retombe ainsi sur celle des 


La formule (16) exprime ce résultat remarquable, que 
l'expression générale 





convient à tous les cas, pourvu que, si le second membre 
70 
se réduit à — pour V=V,, on supprime les facteurs V—V, 
Oo 


communs aux deux termes, avant de faire V=—V,, et 
qu'on remplace y par la moyenne arithmétique des va- 
leurs qui répondent à la valeur V.. 
Soient 
Jos Vis Vas +5 rs 


les r valeurs de y qui répondent à la valeur V,, la mé- 
thode que nous avons développée nous permet de cal- 
culer la somme 


D on SE pr € Pr D en 7 AT UT 


On pourra aussi calculer, de la même manière, la somme 
des carrés de ces quantités, la somme de leurs cubes, etc., 
et enfin la somme de leurs puissances ri°"*:; on pourra 
donc former l’équation de degré r, qui a pour racines les 
quantités Yo; Yi +. rs Ainsi, quand l’équation en V 
a des racines égales, la détermination de la fonction y 
peut dépendre d’une équation du deuxième, ou du troi- 
sième, etc., degré. 
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900. L'analyse qui précède peut être étendue au cas 
où la fonction y n’admet pas toutes les substitutions de 
la fonction donnée V. 

Dans ce cas, le nombre y des valeurs distinctes de V 
est moindre que N—1.2...»; et si l’on pose 


NEaur 


les N valeurs de V se partageront en y groupes contenant 
chacun y valeurs égales. Soient 


7 (pa —1) 
Ne v(1) ..., Vi Je 


0? 
V., Vo, CRE ME 


..s Ce CE) LS 2e 79 @' mt to; 


T1) 1(u—1) 
VINS EVE NES ANSE 


ces y groupes, et y{ la valeur de y qui correspond à VF. 
Désignons par z une fonction symétrique et ration- 
nelle quelconque des quantités 


il est évident que la fonction z admettra toutes les sub- 
slitutions de V,; on pourra donc exprimer z, en général, 
par une fonction rationnelle de V,. Quand on aura ainsi 
calculé y fonctions symétriques des quantités, y£°, …, 
#7”, on pourra former l'équation du degré u, qui a 


pour racines ces u valeurs de Ÿ. 


901. On voit, par ce qui précède, qu’on pourra tou- 
jours déterminer les 7 racines x0,2,,..., Xn_, d'une équa- 
tion donnée du degré n, si l’on connaît la valeur d’une 
fonction V de ces racines, pourvu que les 1.2.3... 7 va- 
leurs que prend V, quand on y permute les racines, soient 
différentes, non-seulement sous le rapport de la forme 
algébrique, mais encore au point de vue numérique. 

En effet, on peut supposer que la fonction inconnue y 


241 "A 
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se réduise à l’une quelconque des racines, à æxo par 
exemple; alors on pourra exprimer x, en fonction ra- 
uonnelle de V et des coefficients de l’équation proposée. 
Si ensuite on suppose que y se réduise à une autre ra- 
cine x,, on pourra de même exprimer x, en fonction 
rationnelle de V, et ainsi de suite. Il résulte de là que 
si la valeur donnée de V est commensurable, c’est-à-dire 
exprimable en fonction rationnelle des quantités que l’on 
regarde comme connues, les racines de l’équation pro- 
posée seront toutes commensurables. 

Mais, si la fonction V n’a pas toutes ses valeurs dis- 
tinctes, qu’elle prenne, par exemple, valeurs égales par 
les substitutions auxquelles répondent les valeurs 

RUN ee DLEs 
de la fonction y — x, la méthode précédente ne fera 
plus connaître ces racines, elle permettra seulement de 
former l'équation du A" degré dont elles dépendent. 

La théorie qui vient d’être exposée comprend tout ce 
que l’on sait de plus général sur l’abaissement des équa- 
tions quand on connaît une relation entre les racines, 
car ce cas est évidemment le même que celui où l’on 
donne la valeur d’une fonction des racines. 


Recherches de Galois relatives à la theorie précédente. 


_ 502. L'analyse que nous venons de présenter nous a 
conduit à un théorème dont on comprend toute l’impor- 
tance et que l’on peut énoncer comme il suit : 


THéorEmEe. — St 
(1) flx)= 0 
est une équation quelconque de degré n, mais qui La 
pas de racines égales, et que 


VA TE Lis LT) 
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soit une fonction rationnelle des racines x6, x, .….,Xn_1 
de l’équation(:), tellement choisie, que les 1.2.3... n va- 
- leurs qu'elle prend, par les substitutions des racines, 
soient toutes différentes, On pourra expIimer ces n ra- 
Cines Lo, Li, <, Xh_1s en fonction rationnelle de V. 


Il ne sera pas inutile de faire connaître ici la démon- 
stration que Galois a donnée de ce théorème dans le cé- 
lèbre Mémoire inséré au tome XI du Journal de Mathe- 
matiques pures et appliquées. 

Nous désignerons par V, la valeur donnée de V, et par 


VGA RU EVE 


lesu—1.2.3...(7—1) valeurs que prend V, par les 
substitutions des 2—1 racines 


Lis Lo, y Tn1- 
On aura alors une équation en V du degré y, savoir 
(D) (V—Vo)(V—Vi).. (V— Vi) = 0, 


dont les racines V,, V,, ... seront toutes différentes et 
dont les coefficients, qui sont des fonctions symétriques 
des racines x, Xa, -.., Xn_1 de l'équation 


f(æ) 


10, 
T— x 


0 

s'exprimeront rationnellement par les coefficients de 
cette équation, c'est-à-dire en fonction rationnelle de x 
et des coefficients de l’équation proposée (1). Par suite, 
l'équation (2) pourra être mise sous la forme 


(3) F(V, cr LOS 


F désignant une fonction rationnelle de V et de xç. Or 
l'équation (2) ou (3) est satisfaite pour V=V,; on aura 
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donc identiquement 
ENV "0, 
en sorte que l'équation 
(4) ENS O0 
sera satisfaite en posant 
CH LR 


et, en conséquence, les équations (r) et (4) auront une 
racine commune x,. Je dis, de plus, que ces équations ne 
sauraient avoir d’autre racine commune. Supposons, en 
effet, que l'équation (4) soit satisfaite pour x — x, on 
aura identiquement 


F( V:; Zi) 0: 
par suite, l'équation 
(5) FIVE "0 


sera satisfaite pour V=— V,. Or l'équation (5 se déduit 
de l’équation (3), ou de l'équation (2), par la transposi- 
tion des racines x, et x, ; d’ailleurs, par cette transposi- 


tion, les quantités V,, V,, ..…., V,_, se changent en d’au- 


” 
tres Vo, V;,..., V,_,, toutes distinctes des premières par 
hypothèse; donc l’équation (5) peut se mettre sous la 
forme 

MM vive 


p—1 } — 0, 
et l’on voit qu’elle ne saurait avoir V, pour racine. 

Les équations (1) et (4) n’ayant que la seule racine 
commune Zo, On déterminera facilement cette racine. 
Pour cela on cherchera le plus grand commun diviseur 
entre f(x) et F(Vs, x), et l’on poussera l’opération jus- 
qu'à ce qu’on obtienne un reste du premier degré en x : 
en égalant à zéro ce reste, on aura une équation qui fera 


connaître la valeur de x», 
RES D ES ARC PCT AA 


FET À « , 
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et cette valeur de x, sera évidemment rationnelle en V, 
puisque l'opération du plus grand commun diviseur ne 
peut pas introduire de radicaux. 

On peut opérer de la même manière pour trouver les 
autres racines, et l’on obtiendra ainsi des expressions 
rationnelles, telles que 


es NI æi =" Yi KM), NÉE Ln N'ES 


CorozLaire 1.— L'équation V du degré N —1.2.3...n, 
qui a pour racines toutes les N valeurs de V et dont les 
coefficients s'expriment rationnellement par ceux de l'é- 
quation proposée, jouit de cette propriete remarquable 
que toutesses racines peuvent étre exprimées rationnel- 
lement par l'une quelconque d'entre elles. 


Soient, en effet, V et V, deux valeurs de V; V, est 
une fonction rationnelle des racines Æo, X1, ..…., Æn>1, 
lesquelles, d’après ce qui précède, sont des fonctions 
rationnelles de V : on aura donc 


V, —e(V) 
© désignant une fonction rationnelle. 


CorozLaire II.— Ztant donnees tant d'irrationnelles 
algébriques qu'on voudra, on peut toujours les exprimer 
toutes en fonction rationnelle d'une méme trrationnelle. 


Nousnommons irrationnelle algébrique toute quantité 
qui est racine d’une équation algébrique dont les coeffi- 
cients sont des fonctionsrationnelles des quantités regar- 
dées comme connues. Cela étant, soient 


Los Lis ces Tm—1 


mirrationnelles algébriques quelconques ; on pourra for- 
mer une équation d’un certain degré n, à coefficients 
commensurables, dont ces m quantités seront racines, 
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| 


et qui n'aura pas de racines égales. Soient 
To, T1, IN, TX n—1 


les z racines de cette équation, et désignons par V une 
fonction rationnelle de ces z racines telle, que les valeurs 
qu’elle prend parles substitutions soient toutes distinctes : 
V sera une irrationnelle algébrique en fonction de la- 
quelle les » irrationnelles données pourront s’exprimer 
rationnellement, d’après le théorème précédent 

Nous admettons comme évident qu’on peut toujours 
former une fonction rationnelle de m1 quantités inégales, 
telle que les 1.2.3...7n valeurs qu'on en déduit par 
les substitutions soient différentes. 


B03. APPLICATION A UN EXEMPLE. — Le théorème 
précédent fournit une méthode beaucoup plus simple 
que celle qui résulte de la théorie de Lagrange, pour 
déterminer les racines d’une équation quand on se 
donne une fonction de ces racines. Nous prendrons 
comme exemple le cas de l'équation du troisième degré. 

Soit l'équation 
(1) + pit + Paz + Ps =O, 
et posons 

V=axr, + dx, + cr. 
En transposant les lettres x, et x:, on obtient ces deux 
P ; 
valeurs de V, 
V,=ax, + bre + cr; 


l'équation en V sera alors 


(NET AMEN 0; 
ou 


V—[2axo + (b + c) (æ: + æ2)]V 
[axé + a(bc)ærors + a) + belri + as) (02H c)x, 215 0. 
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On peut chasser x, et x, de cette équation à l’aide des 
relations 

Li Lo = — Pi — Los 

Pi La = Pa — Lol + Le) = Pe + Pa Lo + 

mi + = (Pi 2Pa) = Los 

et l’on aura 
| [W—U(ne— 0 — ca — (8 + cv 

+ (a? + 8° + © — ab — ac — bc)ri 


(2) 





+ (84 c— ab —ac)pixo + bcpi —(b—c}p;]=0: 


Ilfaudra maintenant, pour avoir x,, faire x = x4 dans 
le premier membre de l'équation (1) et chercher le plus 
grand commun diviseur entre le polynôme que l’on ob- 
tiendra ainsi et le premier membre de l'équation (2) : 
il n’y a même aucun calcul à faire dans le cas particulier 
où l’on a 
a+ b?+ ce — ab — ac — be = 0; 

car l'équation (2) ne contient plus alors que la première 
puissance de x,, et elle en fait connaître immédiatement 
la valeur. Ce cas simple se présente si l’on prend pour a, 
b, c les trois racines cubiques de l'unité. 

Soit « une racine cubique imaginaire de l’unité, et 
posons 

CT ERIC nee 

on aura, à cause de «a? +a+i1—= 0, 


Pare PIN LP 188 HAS 
s a 
504. Le théorème démontré au n° 502 a pour com- 
plément la proposition suivante, qui n’a pas moins d’im- 
portance dans la théorie des équations : 


Tuéorkme. — Soient 


(a) J\z)=0 
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une équation de degré n qui n'a pas de racines égales, 
et 


(2) V = ?(20 1, Ventre) 


une fonction rationnelle des racines xo, X1, :.., Xn-1 
et des quantités connues, tellement choisie, que les 
N=—1.2.3...n fonctions qu'on en déduit par les sub- 
stitutions des racines aient des valeurs numériques ine- 
gales. Soient aussi 


Le] 


(3) SAUT 


l'équation de degré N qui a pour racines les N valeurs 
de V, F(V) un diviseur irréductible de degré » du 


polynôme FIV ); désignons enfin les racines de l’équa- 


tion 

(4) F(V)=0 

par 

(5) VAR ANA TENTE AU CRE 


St les racines de l'équation proposée (1) sont repre- 
sentées par 


(6) Yo( Vo); Yi( Vo) ME Gr Ÿn—1( Vo), 
elles pourront l’étre aussi par 
(7) Vol Vi), Yi Vi), .. Ÿn—1( Vi), 


V; désignant l’une quelconque des quantités (5). 


En effet, l'équation (1) admet par hypothèse la racine 
Yk(V,); on a done f Y,(Vs) = 0, et, par conséquent, 
V, est racine de l’équation 


FYx(N) = 0. 


Or V, est l’une des racines de l’équation (4) et, comme 
celle-c1 est irréductible. toutes ses racines doivent satis- 
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faire à l'équation précédente : on a done f #4(V;)—0, 
ce qui exprime que les quantités (7) sont racines de 
l'équation (1). 

Pour achever la démonstration du théorème énoncé, 
il reste à prouver que les quantités (7) sont distinctes. 
Je dis qu’on ne peut pas avoir d4(V;)—4%;{V;), si j est 
différent de k; en effet, si cette égalité avait lieu, V; se- 
rait racine de l’équation 


1710 0 ue b;(V) 40, 


laquelle admettrait alors chacune des racines { 5) de l’é- 
quation irréductible (4); on aurait donc en particulier 
Wx(Vo) —%;(Vo) = 0, ce qui est contre l’hypothèse. 


CorozLairE. — Les substitutions 1, Sy, So, ..., S,, 
par lesquelles on passe de la permutation (6) des ra- 
CiNES Los Lis. LXn_1 AUX V permutations (7), forment 
un système conjugué. En d’autres termes, les y permu- 
tations (7) constituent un groupe. 

En effet, on a V;—6(V,), @ étant une fonction ra- 
tionnelle; 1l s'ensuit que V, est racine de FO{V) =; 
cette équation admet donc la racine V;, et 8(V;) est 
l'une des racines V} de l'équation (4). Gela posé, dési- 
gnons par À; la permutation (7), on aura 


Si Ao = À; = Ÿo 0( Vo): ÿ1 0(Vo) .…., Yn—1 0( Vo}; 
et, en faisant la substitution S;, 
Sy So — o 0(V), Hi 0(V;) ++, Ya 0(V;) 
= Ÿo( Vs), di(Vale se, Ÿn1(Vr) = SAN 


d’où | 
S,S— Sa 
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SECTION V. 


LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS. 





CHAPITRE PREMIER. 


DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ. 
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LA RÉSOLUTION ALGÉ- 
BRIQUE DES ÉQUATIONS. 


« 
Résolution de l'équation générale du troisième degre. 


505. Méraope DE Huppe. — Parmi les méthodes 
connues pour la résolution de l’équation générale du 
troisième degré, la plus simple est, sans contredit, celle 
de Hudde; c’est aussi celle que nous exposerons la pre- 
mière. 

Comme on peut toujours faire disparaître le deuxième 
terme d’une équation, nous considérerons l’équation 


(1) a+ px +q—o 

débarrassée du terme en x°?. Posons 

(2) T—=Y +32, 

y étant une nouvelle variable et z une fonction de Ÿ; 
que nous nous réservons de déterminer, de manière que 
l'équation transformée en y rentre, s'il est possible, 
dans les classes d'équations que nous savons résoudre. 


Remplaçons dans l’équation (1) x par sa valeur tirée 
de (2), on aura 


(r +2} +p(yr +z) +g—=o, 


452 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
ou 
(3) (++ q)+(r+z)(3rz+p)=o. 


Si maintenant on détermine z par la condition 





3yz + p —=0, 
ce qui donne 
Nr are 
Ci 37° 
l'équation (3) deviendra 
P* 
Fe eu 
“à 27 +q—0o, 
ou 
Pr 
(4) A 


Cette équation en y peut se résoudre à la manière des 
équations du deuxième degré, car elle ne contient que 
les puissances y* et y$. Ensuite, quand y sera connu, 
on aura x par la formule 
P 
5 He — —0 
(8) Et 
L’équation du sixième degré (4), à laquelle nous ra- 
menons ainsi l'équation proposée, a été nommée par 
Lagrange la réduite ou la r'ésolvante de l'équation (1). 
Quoique cette résolvante ait six racines, la formule (5) 
ne donnera pourtant que trois valeurs de x, comme cela 
doit être. En eflet, la résolvante ne change pas quand on 
p] e . 
change y en — L en sorte que ses six racines forment 
1 
trois groupes tels, que le produit des deux racines de 


2 \ D . ‘ LL 
chaque groupe est égal à Lure et il est évident que la 
J 


formule (5) donnera la même valeur pour x quand on 
remplacera 52 successivement par les deux racines d'un 
même groupe. Cela va résulter, au surplus, de l’ex- 
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pression même des valeurs de x dont nous allons nous 
occuper. 


De l'équation (4) on tire cette valeur de y3, 


QE, 


2 


“ £ Re et 


ou 
(6) Fi= — à 24 VR, 
en faisant, pour abréger, 

=£ LE 


enfin, on re de Fame 6) 


(7) = TER 


Cette expression, à cause des valeurs multiples des radi- 
caux, donne les six racines de l’équation (4); mais nous 


admettrons, dans ce qui va suivre, que y— 1 + VR 
a. 

représentera seulement l’une des trois racines cubiques 

de — 7 + VR : ce sera celle que l’on voudra, mais ce 


sera toujours la même; en sorte que, si & et 6 désignent 
les deux racines cubiques imaginaires de l'unité, les 
six racines de l'équation (4) pourront être représentées 


3 q e — 3 q — 3 q = 
RER mn VE à ER me À À PUNION EAU R° 
VA 2 VR. «\/ EUR, PEUR 


Et comme, des deux radicaux 


VON / < ve, 


le premier nous représente, par notre convention, celle 
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des trois racines cubiques de — Lg VR que nous vou- 
2 
drons, le second également celle des trois racines Cu- 


biques de — Ê — VR que nous voudrons, et qu’en outre 


3 
leur produit a pour cube — /_, nous pouvons choisir les 
27 


valeurs de ces deux radicaux de manière que leur pro- 


: dog : D 
duit soit égal à — 55 on aura alors 


(9) VE = ——— Ya Tu 


Si maintenant on porte, dans la formule (5), chacune 
des valeurs (8) de y, en se servant de la formule (9) et 
en se rappelant que «6 —1, on obtiendra les valeurs 
suivantes de x : 





e4/—L +R +at/ 17 R, 
2 #1 
qui se réduisent évidemment à trois distinctes, savoir : 
NApenT R 27E. TITRE 
/ HV 2 > — VR, 
«/-1L+vR+ct/-2VR 
2 2 
ERNST R LCR TORRES 
V2 L+VR+ «/ É VR. 
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Ces trois racines de l'équation (1) peuvent être repré- 
sentées par la formule unique 


(10) = (/-1+vR+(/-T VE 


dite formule de Cardan, pourvu qu’alors on laisse aux 
radicaux cubiques toute leur généralité, mais qu’on n’as- 
socie ensemble que les valeurs de ces radicaux qui donnent 


un produit égal à —£- 
Si, dans la formule (10), on combine chaque valeur 
du premier radical cubique avec chaque valeur du se- 


cond, on aura en tout neuf valeurs de x, qui seront les 
racines des trois équations 


+pxr +q—=o, 

x + par + q —=0O, 

a + p6x + q —=0, 
ainsi qu’on s’en assure aisément en faisant disparaître 
les radicaux de l’équation (10). 


906. L’analyse qui précède s'applique à tous les cas, 
quelles que soient les quantités p et q, réelles ou imagi- 
naires. Nous allons ajouter quelques détails relatifs au 
cas où les coefficients sont réels. 


Discussion DE LA FORMULE DE CARDAN. — p et q étant 
des quantités réelles, supposons R >> o, ou 


4p° +279 > 0; 
les deux radicaux qui figurent dans l'équation (10) auront 
chacun une de leurs trois valeurs réelles. Désignons 
8 
par À la valeur réelle du premier, par B celle du second; 
les trois valeurs du premier radical seront 
À, Aa, A6, 


…— 


| A L * 
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celles du second seront 
B, Ba, B6;: 


et, comme les valeurs des deux radicaux qu'il faut 
prendre ensemble doivent avoir un produit réel, on 
aura, pour les racines de l’équation (1), 


A + B, 
Aa + B6, 
A6 + Bx. 
D'ailleurs, 


TEE La La 
re ca TR 


les trois racines de l’équation (1) seront donc 
q 


A B A—B — 
A+B et tee = V— 3. 





Ainsi, dans ce cas, l'équation (1) a deux racines ima- 
ginaires. 
Si l’on a R = 0, ou 


4p°+ 27qg° = 0, 


il en résulte B = A; alors l’équation (1) a ses trois ra- 
cines réelles, mais deux de ces racines sont égales entre 
elles. | 

Supposons, enfin, R< 0, ou 


Âp°+ 299 <0; 


chacun des radicaux qui figurent dans la valeur de x 
aura ses trois valeurs imaginaires; mais il est facile de 
voir que l'équation (1) a ses racines réelles et inégales. 
Soient, en effet, 


A+BV—1, a(A+By—1), 6(A+BY—1) 
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les trois racines cubiques de l'expression imaginaire 
q R L ; 3 à : : , q R 
— — « [s à nat con queen 
; + VR; l'expression imaginaire conjuguée — = V 
aura évidemment pour racines cubiques 
Er GX BUT)  elA BV: ); 


et, comme les valeurs des deux radicaux qui composent 
la valeur (10) de x doivent avoir un produit réel, on 
aura les trois valeurs suivantes de x : 


MÉDIA MER Ut, 
AA EU GA Beer) 
G(ABE BAL r)+ «(A BV 1); 
ou, en remplaçant « et 6 par leurs valeurs, 
2 AL PBUS T0 ABUS. 


L’équation (1) a donc ses trois racines réelles, comme 
nous Pavions annoncé, et 1l est très-facile de montrer 
qu’elles sont inégales. 

En effet, on ne peut avoir d’abord 


— A+BV3——A—B43, 
- . A à LUN 84 q : 
car il en résulterait B — o,et la quantité — 2 Et VR serait 


égale à la quantité réelle A°, ce qui est contre l’hypo- 
thèse. On ne peut avoir non plus 


2A——ATB V3, 
car il en résulterait B — + A ( par suite, 


A BV -AT ET) 3) 220, 
Et 


— T+VR—=— 844 —— 845, 


= , ù 
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ce qui est encore contre l'hypothèse, puisque le second 
membre est réel. 

Le cas que nous examinons ici est fort remarquable ; 
car, bien qu’alors les trois racines de l’équation du troi- 
sième degré soient réelles, la formule de Cardan pré- 
sente leurs valeurs sous une forme compliquée d’imagi- 
naires; et si, pour faire disparaître ces imaginaires, on 


x 


cherchait à mettre les radicaux cubiques qui entrent 


dans la formule de Cardan sous la forme À + B ÿ— 1; 
on trouverait que les quantités À et B dépendent d’une 
équation toute semblable à la proposée. L'équation en À, 
par exemple, aurait ses trois racines réelles, et l’on 
trouverait, par conséquent, une expression de À égale- 
ment compliquée d’imaginaires. C’est pour cette raison 
que le cas dont il s’agit ici a été nommé cas irréductible. 


507. Ainsi la formule de Cardan ne peut servir à la 
résolution numérique de l’équation du troisième degré 
que si une seule racine est réelle; mais, dans le cas irré- 
ductible, l'équation se résout très-simplement par le 
moyen des fonctions circulaires. Si l’on pose, en effet, 

a 


à + — —=—psine, — 


27 


— p COS, 


®, 
b IQ 


la quantité o et l'angle w seront déterminés par les for- 
mules 


enr / 


— nm 2 
= 1 so COSOE ——) 
27 /=£ 


217 








et la formule de Cardan donnera 


La Vo (/cose _. ÿ—1 sin + cos —- ÿ—1sinu), 
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Q wa r'- #4 PY. , 3 
V p désignant une quantité réelle; on a d’ailleurs 





RE 2 À —— , + 2/Âr 
Vcosw — ÿ—1 sin = 00s Ur Sin Es 
Ÿ =—=— TT, o+2ÂTr rs Le © + 2ÂT 

COSw + ÿ—1 sinw — cos PRET mL V—1 sin ET 


où a l’une des trois valeurs 0, 1, 2. On doit donner à 
la même valeur dans ces deux formules, car il faut que 
le produit de leurs premiers membres soit réel; on aura 


donc 
3,— o+24r 
x = 2 ÿp cos Le 


et les trois racines de l'équation seront 


(A) : 3 o+2T 74 o + 4x 
—9 cos , 2, COS ——— 0° 

3 P 3 P 3 

On pourra, dans chaque cas, calculer par logarithmes 
les trois racines dont nous venons de donner l’expres- 


sion. 


3 
2 VP COS 


908. Mérnone pe Lacnance. — Considérons l’équa- 
tion complète du troisième degré 
(x) x$ + Pr'+ Qr + R—o, 
et désignons par Zo, Xi, Æ2 ses trois racines. D’après la 
théorie exposée aux n° 501 et 502, on pourra déter- 
miner les racines x6, X4, X2, si l’on parvient à connaître 
la valeur d’une fonction quelconque de ces racines, tel- 
lement choisie, cependant, que les six valeurs qu’elle 
peut prendre par les 1.2.3 substitutions de xo, 1, 
X2 soient différentes. La méthode de Lagrange, que 
nous allons exposer ici, consiste à déterminer directement 
la valeur d’une fonction linéaire des trois racines, telle 
que 


(2) = Xo + Ari + Bzrs, 


460 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


où À et B désignent des constantes quelconques, et à dé- 
duire ensuite de cette fonction l'expression des racines 
elles-mêmes. 

Si l’on exécute sur les indices o, 1, 2 toutes les sub- 
sututions qu’ils comportent, on obtiendra les six valeurs 
suivantes de la fonction t : 


lb = Lo + Ar; + Br, 
= To + Ar, + Br, 
le = Xi + Ars + Bros 
t3 —= 2% + Aro + Br, 
= To + Aro + Ba, 
\ és — T9 + Ar + Br, 


et cette fonction t dépendra de l’équation du sixième 


degré 
(4) (t—h)(t—-4)(t—-4)(t—-8)(t—-4)(t—#) =, 


que l’on ramènera au deuxième degré, si l’on peut dis- 
poser des constantes indéterminées À et B, de manière 
qu’elle ne renferme que la sixième et la troisième puis- 
sance de t. Il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, 
que, t désignant l’une quelconque des racines de l’équa- 
tion (4), &« une racine cubique imaginaire de l’umité, 
at et «?1 soient aussi racines de l'équation (4). Voyons 
si cette condition peut être remplie. D'abord æt, et 
«?t, ne peuvent être égaux n1 à £,, ni à t3, ni à t5, Jors- 
qu'on regarde æo, X1, X2 Comme des indéterminées, car 
autrement on aurait « — 1; il faut donc que l’on ait 
Œty ttattuetl a ti, 
ou | 


Ces deux dernières équations équivalent aux précédentes, 
puisque rien ne distingue les racines « et «? l’une de 
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l’autre ; nous adopterons les précédentes, etcomme celles- 
ci doivent avoir lieu, quelles que soient x5, x, æ2, nous 
en déduirons les valeurs suivantes de À et de B: 


AN Bd: 

Il arrive alors que, À et B ayant ces valeurs, on a aussi 

CTP De OT ER ts, 
en sorte que, si l’on prend pour valeur de t 

L— Xp + a Xi + Lo, 
l'équation en t aura pour racines 

TR LS Li A TE Les 

et elle sera, par conséquent, 


(#2) (ti — 4) — 0, 


ou 
(5) É—(H+A)É + —o, 


en faisant 
b = Lo + A Xi + Ta, 
(6) b = Lo + a rs + a To; 
ce qui s'accorde avec les résultats généraux que nous 
avons obtenus au n° 494. 
Lorsque les valeurs de {, et t, seront connues, celles 
de 9, Z1, 2 le seront aussi; on a, en effet, 


(7) — P = x + di + Lo 


et, en ajoutant les équations (6) et (7), 1l vient, à cause 
de «?+a+i—=o, 


— P+t +t 
(8) = 


3 


Pour avoir x4, il faut ajouter les trois équations (6) et (7), 
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après les avoir multipliées respectivement par &*, « et1; 


on a ainsi 
re P + a? + at; 


et enfin on obtient la valeur suivante de x2, 


— P+ at, + at, 
(10) RE RTE TA PONT PO 

en ajoutant les équations (6) et (7), après les avoir res- 
pectivement multipliées par «, æ? et 1. 

Tout est donc ramené à résoudre l’équation (5), qui 
est alors une réduite ou une résolvante de l'équation pro- 
posée. Cherchons d’abord à exprimer les coefficients de 
la résolvante par ceux de l’équation proposée, ce qui est 
possible, puisque ces coefficients £5 + 1° et t5t° sont des 
fonctions symétriques des racines. 

Si l’on multiplie les deux équations (6) l’une par l’autre, 
et qu'on ait égard à la relation &?+ à +1 = 0, il vient 


nn (To —+ Li —+ 1) Le — o (toæi + Li Lo + Zato); 
et, par conséquent, 
(11) tu —P°— 30; 
si, enfin, on ajoute les deux équations (6), après les avoir 
élevées au cube, on obtient 
Hé —a(xri + xi + xi) 
— 3 (25 xs + ri to + Lido HT Ti 22 X0 + LA Xo) + 12%0L1 Te 

= 3 (ri + xt + ri) — (ro + di + 22) + 1820%1%2 

sn 2 PE EO POUR 
la résolvante (5) devient donc 


&— (— 2P$ + 9PQ — 27R) t + (P? — 3Q)° —0. 
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En posant 
F0, 


elle se réduit à l'équation du deuxième degré 
@— (— 2P5 + 9PQ — 27R) 6 + (P?— 3Q)—0; 


et, si l’on nomme 6, et 8, les deux racines de cette équa- 
tion, on aura 


D te HV 


Les équations (8), (9) et (10) deviennent alors 


LH DEV at Ot 
3 ete à 


To — 
—P+aÿ0, + a V8 
DE ———, 3 
3 
= P+e Ve + va, 
— 





3 ? 


EF. fem . 
on prendra pour V8, l'une quelconque des trois valeurs 
de ce radical, mais la même dans les trois formules : 


L : reg 1 Pr. 
quant à l’autre radical V@,, sa valeur est déterminée 


quand on a fixé celle de V@o, car l'équation (11) nous 
donne 


mn. —P—3Q. 
Il suit de là que les trois racines pourront être représen- 
tées par la formule unique 
_—P+ va + Va 
A SION TNT SENTE 
qui n’a que trois valeurs distinctes, si l’on considère que 


2 — 
V6, y est mis, pour abréger, à la place de _. 
0 
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509. CoMPARAISON DES DEUX MÉTHODES PRÉCÉDENTES. 
— La méthode de Lagrange, que nous venons d’expo- 
ser, est moins simple que celle de Hudde; mais elle est 
plus directe. Toutefois, ces deux méthodes fournissent 
la même résolvante, et nous allons voir qu’on est natu- 
rellement conduit à la méthode de Lagrange, en étudiant 


à fond celle de Hudde. 


Reprenons l'équation générale du troisième degré 
(1) + Pr + Qz+R—o. 


Pour appliquer la méthode de Hudde, on commence par : 
faire disparaître le deuxième terme, en posant 


TZ — — + x!, 


3; 
ce qui ramène l'équation à la forme 
(2) x'$+ px +q—0O; 
on pose ensuite 


T —= ES 37° 
et l’on obtient enfin cette résolvante, 
TL 
6 — — —=0O 
(3) °F 99 Fe 


Cela a si Yo es l’une des trois racines cu- 
biques de — — L + Vr+Ë —; y, celle des trois racines 
Fe ne qui, multiphiée par y, 


cubiques He 
2 





donne pour produit nas 


3 P, les six racines de l’équa- 


tion (3) seront 


» 2 : DA 
Jo: a Yo» x Yo; J'19 4 )'15 CAE 


Ÿ di 


2 


SECTION V, — CHAPITRE I. 465 
et celles de l'équation (2) 
0 nm LE CELA re a? Yi Vo UN VS 


par suite, en appelant xs, æy, x les trois racines de 
l'équation (1), on aura 


P 

Lo—= — 3 A PL 
P 

Ti — — 3 + Yo + 2 Yi 
P 

Lo = — 3 + a Yo + a Yi. 


S1 l’on ajoute ces équations, après les avoir respective- 
ment multipliées d’abord par x, æ, «?, puis ensuite par 
1, «2, &, 1l vient 
Lo + A Xi + To 
en PU UV RTE 
Lo + L Xi + To 


tp RTS 





On voit par là que la méthode de Hudde revient, au fond, 
à former une résolvante en y dont la racine ait pour va- 


leur 
Zo + a Xi + er 


D n 
et que cette résolvante ne diffère de celle de Lagrange 
que par le facteur 3 qui divise les racines. 


510. Méruones DE Tscairnaüs ET p’'EuLer. — Nous 
avons exposé au n° 190 Ia méthode générale de Tschir- 
naüs, pour faire disparaître d’une équation autant de 


termes que l’on veut. Il en résulte une méthode pour la 


résolution des équations du troisième degré; mais nous 
n’ajouterons rien ici à ce que nous avons dit à ce sujet 


au n° 1491. 
S. — Alg. sup., IL 30 
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La méthode d’Euler ne diffère que dans la forme de 


La 


celle de Tschirnaüs. Elle consiste à éliminer ‘aenire 
deux équations de la forme 


ay +by+c—=x, y= d, 
et à identifier l'équation finale en x avec l’équation pro- 
posée; la résolution de celle-ci s’ensuivra évidemment. 
On peut disposer, à volonté, de la valeur de l’une des 
indéterminées a, b, c, d; on peut faire, par exemple, 
a—ioud=1. 


Des équations du troisième degre dont deux racines 
peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de la 
troisième r'acine et des quantités connues. 


911. Si l’on désigne par x, x,, 2 les racines de l’équa- 
tion du troisième degré 
(1) 2 +Pr+Qr+R—=0O, 
le produit 
A—(x—xi)(x— x) (x —x) 
des carrés des différences des racines aura pour valeur 
(n° 179) 
A——(4Q+ 27R?) + 18PQR + P°Q° — 4P5R. 
Cela posé, en multipliant par x, — x l'identité 
VA— (x — x) (x — 22) (x2 — Ti 
il vient 
(æ1 — 2) Va— Cas — x) (ai — 23) ] (re — 2) (rs — &1)] 
ou 
(xs — 22) VA — (3x? + 2Pzx, + Q) (3x5 + 2Px: + Q) 
= (e Fa re + GPx,x, (æ + Ta) cr 3Q (x À ae)? 
AT (4 P? — 6Q)x1x2 + 2PQ (xs + ze) + Q?; 


SECTION V. —— CHAPITRE I. 467 
2e 
on a d’ailleurs 


et 
Lit = — (mn +am)r+Q—=2 +Pr+Q; 


en faisant usage de ces formules, on trouve 


(æs rs) VA = gx + 12P 28 + (15Q + P°) x! 
+ (10PQ — 2P°)x +(4Q°—P?Q). 


On peut ramener cette expression au deuxième degré 
P P ; o ? 
par le moyen de l'équation (1), et il vient alors 


(3) (ire) VA — (6Q = 2P?)}z?—{0R —7PQ+2P')x 
+ (4Q° — P?Q — 3PR). 

On voit, par les équations (2) et (3), que les racines 

x, et x: seront égales aux deux valeurs de X tirées de la 


formule 


100 RON SRE SRennE 


H(40%-P10 23PR -P/A)|, 


en y donnant successivement au radical VA ses deux va- 
leurs. 

Il résulte de là que, si l’on comprend ce radical VA 
parmi les quantités qu'on regarde comme connues, les 
racines X, et x, s'exprimeront par des fonctions ration- 
nelles de x et des quantités connues. 

On peut aussi représenter ces racines par des fonctions 
rationnelles et linéaires de x, en suivant la marche indi- 
quée au n° 183. Effectivement, si l’on divise le premier 
nombre F(x) de l'équation (1) par l’expression (4) de X, 
que l’on désigne par V le quotient de cette division et 
par — U le reste, on aura 


0 — F(x) = VX —U. 
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d’où 


X = %: 


On trouve, en faisant le calcul, 
2YA.V —(6Q— 2P°)}x+ (9R — PQ + VA), 
2VA.U——(9R— PQ —YA)x+ (207  6PR); 
par conséquent, si l’on pose 


__VA—(9R — - PQ), 


2 Va 


, 22 —6PR 
+ 2 l'A 
AE Qt 








2 Va 
y APRES Va Fi CEA 


2 VA 


l'expression de X sera 





DATE b 

PE Li 
et l’on en conclura les racines x, et x, en donnant au 
radical VA ses deux valeurs. Mais quand on change VA 
Ce. VA, a et b'se changent l’une dans l’autre, tandis 
que b et a se changent en — b et — a'; donc on peut 
écrire 

ax + b x DE TE 


L: 


PT al enpipt 0 TS A 
On tire des équations (5) 

(6) FR U N abs, bare 
et il en résulte que, si l'on pose 


az tb 
(7) 0x = PEN , 
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on aura 
Dr ,b 
(8) Pr ——, Pr—x, 
—aT+a 
6x, 6%x étant mis au lieu de 00x et 092x. 
Les racines de l'équation proposée peuvent donc être 
représentées par 
LR HORS: 2 


J'ajoute que, si une fonction linéaire 


ar + 6 


7 717 
LL 6 








p(x) es 


dont le déterminant 46'— 6x! peut toujours être supposé 
égal à 1, représente l’une des racines, 0x par exemple, 
on aura identiquement 

px) — QT, 
c’est-à-dire 

t 

LR M ES ef PRG © Don on / OT es mo 2 
En effet, l’équation proposée étant irréductible, elle 

ne peut pas avoir une racine commune avec l'équation 
px — 0x qui est du deuxième degré, à moins que celle-ci 
ne soit identique. 


912. Nous avons rencontré au n° 166 une équation du 
troisième degré dont les racines se développent en des 
fractions continues susceptibles d’être terminées par un 
même quotient complet. 

L'analyse qui précède nous fait connaître toutes les 
équations du troisième degré qui possèdent cette pro- 
priété. En effet, pour que deux irrationnelles x et x, 
soient développables en des fractions continues terminées 
par les mêmes quotients, il faut et il suffit (n° 16) que 
l’on ait 

ax + b 


LINE Se) 
a x + b' 
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a, b, a’, b''étant des entiers positifs ou négatifs satisfai- 
sant à la condition 


ab'— ba = Ex, 


Si l’on applique ce résultat à deux des racines de l’équa- 
tion (1), x et 0x, ou x et 0?x, on voit que la condition 
relative au déterminant est satisfaite quand on exprime 
9x ou 8? x par les formules (5), (7) et (8); donc, pour que 
les fractions continues dans lesquelles se développent les 
trois racines aient un même quotient complet commun, 
il faut et il suffit que les formules (5) donnent pour a, b, 
a’, b’ des valeurs entières. 

Les deux dernières équations (5) peuvent être rem- 
placées par les équations (6), et celles-ci donnent 

; 1 — a + a? 
(9) b—1—a, A TX 
en même temps on a, par les deux premières équa- 
tions (5), 


(10) OR — PQ —(1— 20) VA, 3Q — P° -= a! VA, 
et l’expression de À peut être mise sous la forme 


94=— 3(9R — PQ} + 4P(9R — PQ)(3Q — P?) 
— 4Q(3Q — P°}. 


Des équations (10) et (11) on tire 


(11) 








pe mue Da 2 
a’? a 
es Re LP 20 Ne IRC 
a PE 
3Q — Fe 
NE — 
fat 


la quantité P demeure indéterminée. 
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D'après cela, la forme générale des équations dont 
nous nous occupons est 


19 1 


a a 


| + Pr? + | 


(13) | 


\ 


— 3(1—a+ a) ve cp | . 


—— 13 


[EE are ro) vi a(—1+a) P| TA 
a a 


P désigne une quantité réelle quelconque, rationnelle ou 
irrationnelle ; a est un nombre entier positif ou négatif 
quelconque; enfin 4’ est un diviseur positif ou négatif 
quelconque du nombre 1— a + «?. 
L’'équation 
EN DIT 0, 
dont nous nous sommes occupé au n° 166, répond aux 


valeurs 
DO Ua— ha. 


Resolution de l'équation generale du quatrième degré. 


913. Méraone DE FErrarr. — La méthode la plus 
simple pour résoudre l’équation du quatrième degré est 
aussi la plus ancienne; c’est celle de Louis Ferrari : elle 
consiste à faire en sorte que les deux membres de l’équa- 
tion soient des carrés, et elle ramène, en conséquence, 
la résolution de cette équation à celle de deux équations 
du deuxième degré. 

Soit l'équation 


(1) + pas +qi +rx+s—=0; 





en ne conservant dans le premier membre que les deux 
premiers termes, elle devient 


+ pe —=— qu — 1x — 5, 


ï p?2° 
et, en ajoutant aux deux membres’ ——; afin que le pre- 


4 
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mier membre devienne un carré, 


Mise sous cette forme, l'équation proposée se résoudrait 
immédiatement, si le second membre était un carré; car 
il suffirait alors d’extraire la racine carrée des deux 
membres, et l’équation serait abaissée au deuxième degré. 
C'est à ce cas particulier que la méthode de Ferrari ra- 
mène tous les autres. 

Désignons par y une quantité indéterminée, etajoutons 
aux deux membres de l'équation (2) la même quantité 


/ y? 
D } 


4 


il viendra 
Re RIRE (547 a? + 0 + LEON 
ù SA SUR 4 2 : ASS 


Maintenant, déterminons y, de manière que le second 
membre de l'équation (3) soit un carré. Il suffit, pour 
cela, que l’on ait 


(2 NE (F — q + r) (Q?— #5), 


(4) »—qr+(pr—{s)y — s(p®—4q)— r=o; 


ou 


et, si l’on connaît une seule racine de cette équation en y, 
la résolution de l'équation proposée (1) s’ensuivra immé- 
diatement, car l'équation (3), qui est la même que (1), 
peut s’écrire comme 1l suit : 


ï 712 


PE 


2 2 
Pl 
2 2 4 (2 ) 


ue pues + y 
A q 


() 
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et elle se décompose dans les deux suivantes, qui sont 
du deuxième degré 





or Pr 
25 2 
r?+ É NAS 1+) FN eee 
# 4 2 D 
2 AE LR 
{ 
1132 








DONS 
PET — rene Moati Là Ne > A 
2 # P° À 


L’équation (4), qui est du troisième degré, sera donc 
ici la reduite ou la resolsante de l'équation (1). Nous 


Û 
| 
| 

u 
fe 


avons vu qu’on peutexprimer par des radicaux les racines 
de l'équation générale du troisième degré ; il s'ensuit que 
l'équation du quatrième degré a la même propriété, car 
les équations (5) donneront les quatre racines de l’équa- 
tion (1) en fonction des coeflicients et d’une racine quel- 
conque y de la résolvante. 


514. Érune DE LA nésozvanre. — Nous venons de 
voir que les quatre racines de l’équation proposée peu- 
vent s'exprimer en fonction d'une seule racine de la 
résolvante : nous allons étudier à son tour cette résol- 
vante, et examiner de quelle manière ses racines sont 
composées avec celles de la proposée. 

Désignons toujours par y une racine quelconque de 
la résolvante, et par xo, Xi, Xe, x, les quatre racines de 
l'équation proposée, s savoir, par x, et x2 celles qui appar- 
tiennent à la première des équations (5); par x, et x 
celles qui appartiennent à la seconde. On aura alors 


PY — Pr —— }° 
F 2 2 
D DE — ——— ) 
P° P 


+ 24/7 —-9+7 
RTE À rt 
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et, en ajoutant, 
= Lo Le + li1T3. 


La résolvante a donc pour racine la fonction 
Lole + L1T3 


des quatre racines de la proposée, fonction qui n’a effec- 
tivement que trois valeurs, par les substitutions des ra- 
cines. 

Posons 


Fr « 2 ° 
nt Le mL d'où NE" TA 


la résolvante en y se transformera dans une équation 
en {, qui sera du sixième degré, mais qui ne contiendra 
que des puissances paires de t. Cette équation ne sera 
pas plus difficile à résoudre que l'équation (4) et l’on 
peut la prendre pour résolvante à la place de celle-ci. 
Les équations (5), dans lesquelles se décompose l’équa- 
tion proposée, deviennent alors 


AT ÉOEN L U7, 2 

= (5 SEINE 
et CARRE | 
#+ (0 }e+ 27-549) i 4 0; 





P ( he 

(= +q)—7r 
>, (P—t LP DS 240 A À 
2? + DE + q À — ——— — 
2 2\4 4 2.4 
et l’on en déduira les quatre racines de la proposée, si 
l’on connaît une seule racine de la résolvante en t. 

Les équations précédentes ont pour racines, la pre- 

mière Æo et Lo, la seconde x, et x;; on a donc 


2 + t ) — 
J , na = — 





Ep ts — 





? 


et, en retranchant, 
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Telle est l'expression de la racine de la résolvante en £. 
C’est une fonction linéaire des racines de la proposée, 
qui peut prendre effectivement six valeurs égales deux à 
deux et de signes contraires, par les substitutions des 
DAME, Ci, Lo, La. 


915. Mérnope be LAGRANGE. — D'après la théorie gé- 
nérale que nous avons exposée aux n°° 901 et 502, on peut 
exprimer rationnellement les quatre racines de l’équa- 
tion du quatrième degré par une fonction de ces racines 
telle, que les 1.2.3.4 valeurs qu’on en déduit par les 
substitutions soient différentes. Une pareille fonction 
dépend d’une équation du vingt-quatrième degré; mais 
nous venons de voir, par l’analyse de la méthode de Fer- 
rari, qu'il suffit, pour résoudre l’équation du quatrième 
degré, de connaître une fonction des racines qui ait seu- 
lement trois valeurs distinctes, ou six valeurs égales 
deux à deux et de signes contraires. 

La formation directe de l’équation dont dépend une 
pareille fonction des racines de la proposée et la déter- 
mination subséquente de ses racines constituent une 
nouvelle méthode due à Lagrange, et que nous allons ac- 
tuellement développer. 

Soit l'équation 


(1) A + pas + qua? + rx + ss —0, 


et désignons par Zo, Xi, Lo, Æs ses quatre racines. La 
fonction la plus simple de ces racines, parmi celles qui 
ne peuvent acquérir que trois valeurs, estxo Lo + X1X3; 


posons donc 
14 RE To To + TA T3 ° 


et commençons par chercher la valeur de y, ou plutôt 
l'équation du troisième degré dont dépend cette quantité, 
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Soient Yo, V1, 72 les trois valeurs que peut acquérir y, 
on aura 


Vo = LoTo + Lits, Ja oz + MiTo Je = Toi À Mola 

et l'équation en y sera 

(2) 0041472) + oi +022) INT 0: 
Les coefficients de cette équation (2) sont des fonc- 

tions symétriques des racines de l'équation (1) et ils 


peuvent, en conséquence, s'exprimer par les coefficients 
P»q;r,5s. On a 


No nt Va (xoæi + To Lo + Lol3 + Lilo + Lila + lola ) ment | Le 


JoY1 + YoY2 + Yi 
= (20 + di to + rs) (roMiTe HLoL1T3 + ToTeTs + T1TeTs) 
— A XoTiL2l 
— PI er 4s, 
Jo 1Y2 —LoL1L2T3 
XL (torse ts) — (roro todos dite did rs) 
(Loti To + Lo T1Ls + LoToT3 + Liots)? 


—$|p— Ag) rs 
l'équation résolvante en y est donc 
(3) »#—g7+ (pr—4s)y —[s(p?— Âq)+r?]=0o. 


Nous savons résoudre cette équation, qui est du troi- 
sième degré; voyons maintenant comment on obtiendra 
les valeurs des racines x,, Xi, Lo, Ls. 
Soit y, une racine quelconque de l'équation (3), on 

aura 

Lolo + Ti La —= Ÿ0; 
d’ailleurs 

Lolo DQ Lalla ESS 


doncx,xretx, x, sontles racines de l'équation du second 


SECTION V. — CHAPITRE I. 477 
degré 
(4) PR PER 
Soient z, et z, les racines de cette équation (4), on aura 
connaissant ainsi les valeurs des fonctions xo Xo et xx, 
on voit de suite qu’on doit en déduire rationnellement les 
sommes Lo + Le et Xi + X3, qui sont des fonctions res- 


pectivement semblables à x 2 et 4x3. On a effective- 
ment 








Ti Ta (Lo + Lo) HLotaldi + ds) = — 7, 
ou 
Z; to —+- Ta) 1%:29 (x, -À- z; rm 
d’ailleurs 
Fe 
(ro+ a) +(m +) =—p, 
donc 
F NZ DEP r 
D PASS "Te . 
#1 æ To Hi 


Connaissant y + Lo et Lo Los Li + Ls et Xi Ls, On 
peut former deux équations du deuxième degré, ayant 
pour racines, la première x, et x2, la seconde x, et x3, 
et le problème peut être regardé comme résolu. 


516. On résout plus facilement l'équation du qua- 
trième degré, en prenant une résolvante dont la racine 
soit une fonction linéaire des racines de l’équation pro- 
posée, ayant six valeurs égales deux à deux et de signes 
contraires. 

Soit 

[— x, tu lle Tr dy 
cette fonction ayant six valeurs, elle dépendra d’une 
équation du sixième degré; mais parce que les valeurs 
de t sont égales deux à deux et de signes contraires, l’é- 
quation s’abaissera au troisième degré, en posant 1? —6. 
On peut former directement l'équation en 6, puisqu'on 


478 COURS D’ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


connaît la composition de ses racines ; mais on peut aussi 
la déduire de la résolvante (3) en y. Il est facile, en effet, 
de voir que l’on a 
LA den Er q 
RENE RE À 
4 

et la résolvante en 8 est 

65 (3p°—8q)6? 
(5) + (3p*—16p°q +164 +16pr—645s)0 

— (pi — Apq + 070; 


On pourrait exprimer les quatre racines x9, Æ4, Lo, Ls 
de la proposée par une seule des racines 8 de cette équa- 
tion; mais on obtient des résultats plus simples en em- 
ployant les trois racines. 

Soient 05, 04, @ les trois racines de l'équation (5), on 


aura 
| LT It Le Tale — V9 
(6) En Till di V0,, 
| Lo — L3 + Li — 73 = V0; 
d’ailleurs 
(7) Lo li EE Tat ls = — Ps 


et les équations (6) et (7), qui sont du prémier degré, 
donneront les valeurs suivantes des quatre racines : 


__—p+V08,+ V0, + Ve, 
9 








Fi 
4 

— p — 00 — ÿ6 + V0 

(8) 2 lt UE 

PRINT Véi TZ V0: 

Xi , 
4 

— p — V0, + V9, — V6: 

Lay — mme (D 


4 
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Ces quatre racines peuvent être représentées par la for- 
mule unique 

(9) Dr vee 

puisque chaque radical a deux valeurs égales et de signes 
contraires. Mais ici se présente une difficulté, car l’ex- 
pression de x, donnée par la formule (9), a huit valeurs, 
tandis que l’équation proposée ne peut avoir que quatre 
racines. Il est aisé de faire disparaître cette ambiguïté ; 
on peut prendre à volonté l’une des deux valeurs de 4/6, 
et de V6: ; mais quand on a fixé ces valeurs, celle du 
troisième radical V0: se trouve par cela même déter- 
minée. En effet, en multipliant les trois équations (6), 
on trouve 


VE VE, Vos = (at + 2 + 23 + a) 
+ 2(%0 23 do + do di T3 + Lo Lo da + A1 Le 3) 


Len ) 3 ) \ ) 2 
> à TT eZ To Li Lo — Ÿ Lo D L, 


= — p°+ 4pq — 8r, 


na Names AParbr 


Il résulte de là que la valeur de x, donnée par la for- 
mule (9), a précisément quatre valeurs, et que cette for- 
mule fait connaître, en conséquence, les quatre racines 
de l’équation proposée. 

Il est important de remarquer que le succès des mé- 
thodes de Ferrari et de Lagrange est dû à cette seule cir- 
constance, que l’on peut former des fonctions de quatre 
variables, qui n'ont que trois valeurs. 
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917. La discussion des cas particuliers de l’équation 
du quatrième degré n'offre aucune difficulté. Les for- 
mules (6) ou (8) donnent immédiatement les résultats 
suivants. 

1° Si la réduite a deux racines égales différentes de 
zéro, la proposée a deux racines égales; les deux autres 
racines sont différentes de celles-ci, et différentes entre 
elles. 

2° Si la réduite a deux racines nulles, la proposée a 
deux couples de racines égales. 

3° Si les trois racines de la réduite sont égales entre 
elles et différentes de zéro, la proposée a trois racines 
égales. 

4° Si la réduite a trois racines nulles, les quatre ra- 
cines de la proposée sont égales entre elles. 

Lorsque les coefficients p, q, r, s sont réels, la nature 
des racines de la réduite fait connaître celle des racines 
de la proposée. 

Si les trois racines de la réduite sont réelles, et qu’au- 
cune d'elles ne soit négative, il est évident, par les for- 
mules (8), que les quatre racines de la proposée sont 
réelles; si au contraire la réduite a une ou deux racines 
négatives, les quatre racines de la proposée sont imagi- 
naires : toutefois deux de ces racines deviennent réelles 
et égales lorsque la réduite a deux racines négatives 
égales entre elles. Le dernier terme de la réduite (5) 
n'étant jamais positif, cette réduite ne peut avoir une 
seule racine négative que dans le cas où elle a une racine 
nulle. Si la réduite a deux racines imaginaires, on peut 


supposer que, dans les formules (8), /8, et V2, soient des 
imaginaires conJuguées, et que 2: soit réelle; on voit 
alors que la proposée a deux racines réelles et deux 


racines imaginaires. 


- a 
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518. Mérnones pe Descartes, DE TscHiRNAUS et 
D'EuLer. — La méthode de Descartes consiste à iden- 
tifier l’équation proposée 

at + pr + qu? +rxz +s—o 
avec cette autre 
(a?+ fx + g)(r+f'x +g')—o, 
dont les racines peuvent être considérées comme connues. 

Au lieu d'employer la méthode des coefficients indé- 
terminés, comme fait Descartes, on peut exprimer que 
x?+ fx +g est un diviseur du premier membre de 
l'équation proposée, en effectuant la division et en éga- 
lant à zéro les deux termes du reste qui est du premier 
degré en x. On obtient ainsi deux équations entre les 
deux inconnues f'et g, et, en éliminant g ou f, on a une 
équation du sixième degré qu'on ramène aisément au 
troisième, ainsi qu’on l’a vu au n° 99. Cette méthode 
ne se distingue pas, au fond, des précédentes; car la ré- 
solvante à laquelle elle conduit ne diffère de celle de 
Lagrange (n° 99) que par le facteur 2 qui divise ses 
racines, 

Je n’ajouterai rien à ce que j'ai dit au n° 191 rela- 
tivement à la méthode de Tschirnaüs, qui ramène l’é- 


quation 
a+ pri + qu +rr +s—O 
à la forme 
Y*“+Py'+ Q — 0, 


en employant la transformation 





Y=a+ br + x, 


eten disposant convenablement des indéterminées a et b. 
La méthode d’Euler consiste à éliminer y entre les 
deux équations 
r—=a+ by +cr + dy, y'=e, 
S, —Alg. sup., LI, 31 


Le 
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et à identifier l'équation finale en x avec la proposée 
dont les racines seront alors données par la formule 


x—=a+bVe + e(Ve)? + d(Veh. 


Tout revient donc à déterminer les valeurs des indéter- 
minées a, b, c, d, e, dont l’une peut être choisie arbi- 
trairement, 


Sur la résolution algébrique des équations. 


519. Toutes les méthodes connues que les géomètres 
ont essayé d'appliquer à la résolution algébrique des 
équations, et il en serait nécessairement de même des 
nouvelles qu’on pourrait imaginer, reviennent à faire 
dépendre la résolution de l’équation proposée de celle 
d’une autre équation plus facile à résoudre, et dont les 
racines soient des fonctions de celles de la proposée. 

C’est ainsi que l’équation du deuxième degré peut 
être résolue en déterminant la fonction x; — x de ses 
deux racines. Le carré de cette fonction est une fonction 
symétrique, et, sa valeur étant connue, la résolution de 
l'équation en résulte par l’extraction d’une racine carrée. 

C’est encore ainsi que nous avons pu résoudre l’équa- 
tion du troisième degré en déterminant la valeur d’une 
fonction linéaire des racines x, X1, Xe, savoir : 


= Xp + a Xi + Ta, 


« désignant l’une des racines imaginaires de l'équation 
x%— 1. Le cube t* de cette fonction ne peut prendre 
que deux valeurs distinctes par les substitutions des 
- racines Zo, X1, Lo, et il dépend, par conséquent, d’une 
équation du deuxième degré. 

Enfin nous avons résolu l’équation du quatrième 
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degré en déterminant la valeur de l’une des deux fonc- 
tions suivantes de ses racines Xo, Xi, Lo, X3! 


S = To Lo À T; La; 


= TL) — Ty + Le — Lie 


La première de ces deux fonctions ne peut acquérir que. 
trois valeurs, et elle dépend, par conséquent, d’une 
équation du troisième degré, qu’on sait résoudre; la se- 
conde fonction peut prendre six valeurs, et elle dépend 
d’une équation qui est du sixième degré, mais qui peut 
être abaissée au troisième, parce qu’elle ne contient que 
des puissances paires de l’inconnue. Nous avons vu que 
la résolvante en 1 conduit plus aisément que celle en y à 
la résolution de la proposée; elle a aussi cet avantage, 
que la résolution de l’équation du quatrième degré, 
qu’on en déduit, présente la plus complète analogie avec 
celle de l’équation du troisième degré. La fonction t 
peut, en effet, s’écrire ainsi : 


tro +ar, + are + ax, 


« désignant la racine réelle — 1 de l'équation x'—1. 

Dans les Mémoires de l’Académie de Berlin (années 
1770 et 1771) (!), Lagrange, prenant pour point de dé- 
part les résultats qui précèdent, a cherché à opérer la 
résolution de l’équation de degré 7 dont x6, æ1, X2, .…, 
%h_1 Sont les n racines, en employant une fonction de 
la forme 


t—= Lo + ar +oare +... + ex, + atlr, à, 


où « désigne une racine de l'équation x"= 1. 
Quoique ces recherches de Lagrange n'aient pu le 





(‘) Lagrange a donné un extrait de son Mémoire dans la Note XIII de 
son Traité de la résolution des équations numériques, 3° édition, p. 242 
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conduire à la résolution des équations générales d’un 
degré supérieur au quatrième, problème dont l’impossi- 
bilité est aujourd’hui démontrée, les développements 
qu'il a donnés à ce sujel ont une importance considé- 
rable, et nous allons les présenter 1c1. 

. Nous suivrons la marche tracée par l'illustre auteur, 
et nous distinguerons avec lui le cas où le degré de 
l'équation est un nombre premier, et le cas où ce degré 
est un nombre composé. 


Des équations dont le degré est un nombre premier. 


520. Désignons par 
CARE HART LU ES, Ÿ 
les 7 racines d’une équation 
(x) V = 0, 


d’un degré premier 7, par & une racine quelconque de 
l'équation x'= 1, et posons 


(2) = To | œ.T' + PRE rs + + Ce SE 


Si æ n’est pas égal à 1, 7 étant premier, les puissances 
de x, savoir : 


sont les n racines de l’équation x” = 1, et par consé- 
quent elles sont distinctes. Il résulte de là que la fonc- 
uon £ prendra 1.2.3...n valeurs distinctes, par les 
substitutions des racines, ainsi que nous l’avons déjà dit 
au n° 494; cette fonction dépend donc d’une équation 
du degré 

DES Home 02 


qu'on peut former par la méthode du n° 180, puisqu'on. 
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connaît la composition de ses racines. Mais d’après les 
développements présentés au n° 494, la résolution de 
cette équation de degré 1.2.3...n peut étre ramenée 
à la résolution d’une équation du degré n—1, dont 
les coefficients dépendent d’une équation du degre 
1.2.5...(7— 2) 

En effet, si z désigne successivement tous les indices 


OST NOR, 4e ET ML} 
à des multiples près de x, que l’on néglige, la substitu- 


tion circulaire 
( + I | 
2 
Z 


exécutée sur la fonction t, équivaut (n° 494) à la multi- 
plication de t par &, et il en résulte que l’équation dont t 
dépend ne renferme que des termes dont les degrés sont 
divisibles par 2; cette équation s'abaissera donc au degré 
1.2.3...(n—1), si l'on pose 


CET à 


Soient 
(3) 0; 0, 03, CEROK 0 


les résultats que l’on obtient en remplaçant æ& par cha- 
cune des racines 
a 051 o 


de l'équation 





at — 1: 
O0, 
TEE 
dans l'expression 
(4) 0 —— (ro —- XT —+- Le +, . + he ve 9 


On a vu au n° 494 que, si r désigne une racine primi- 
tive pour le nombre premier n, les quantités (3) sont 
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précisément les valeurs que prend 4 quand on exécute 
dans cette fonction les 7 — 2 puissances de la substi- 
tution circulaire 


et nous avons conclu de ce fait que toute fonction symé- 
trique © des quantités (3) est invariable par les deux 
substitutions circulaires 


ne 


Cela posé, une substitution quelconque peut être re- 
gardée comme le produit de trois substitutions, savoir : 


ne : z HI L à rz 
1° une puissance de ; 2° une puissance de ; 
Z 


qui ne déplace pas l'indice o ; 3° une substitution qui ne 
déplace aucun des indices o et 1. Les deux premières de 
cessubstitulionsne produiront aucun changement dansO, 
et, par conséquent, on obtiendra toutes les valeurs dis- 
tinctes de cette fonction en exécutant les 1.2.3...(7—2) 
substitutions des n—92 indices 2, 3, ..., (r—1). 
D'après cela, si l’on représente par 


(5) 814 p,0-2Ep, 4 +... ,+P,,0+P;1—=0 


l'équation qui a pour racines les 7 — 1 valeurs (3) de 8, 
chacun des coefficients P,, P,, ..., dépendra d’une 
équation du degré 1.2.3...(n—2), et l’on pourra 
former ces diverses équations par la méthode du n° 180, 
puisqu'on connaît la composition de leurs racines. Mais 
on aperçoit immédiatement que tous ces coefficients P,, 
P:,... ne dépendent que d’une seule équation du degré 
1.2.3...(n— 2), car ce sont évidemment des fonctions 
semblables des racines æo, 4, +.., Xn_1 de l'équation 
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proposée, et si l’on se donne la valeur de l’un d’eux, 
celles de tous les autres s’en déduiront rationnellement. 

Voici comment on peut opérer pour former l’équa- 
üon dont P, dépend, et pour exprimer en fonction de 
P, les autres coefficients P,, P,, .... On calculera l’é- 
quation de degré 1.2.3...(n—1), qui a pour racines 
toutes les valeurs de 0 et dont les coefficients, fonctions 
invariables des racines de la proposée, sont exprimables 
rationnellement par ses coefficients. Le premier membre 
de l’équation (5) étant un diviseur du premier membre 
de cette équation complète en 4, on fera la division à la 
manière ordinaire, et l’on égalera à zéro les 2—1 termes 
du reste. Les 7 — 2 premières des équations ainsi obte- 
nues serviront à déterminer les coefficients P,, P3, ..., 
en fonction de P,, et l’on aura ensuite l’équation en P, 
de degré 1.2.3...(n— 2), en remplaçant dans la 
(n—aijime, P,, P;, ... par les valeurs qu'on aura 
trouvées. 

Lagrange a cherché à simplifier les calculs, presque 
impraticables dès le cinquième degré, auxquels eonduit 
l'application de la théorie précédente ; 1l a effectivement 
imaginé un artifice ingénieux pour exprimer les coeffi- 
cients de l'équation (5), en fonction des racines x5, &1, 
Je vais le rapporter 1c1. 

Pour avoir l'expression de 8, il faut élever à la nifme 
puissance la quantité 


CI — s 
Lo Hat + ro +... Het lr,_,; 


en faisant ce calcul, et ayant soin de rabaisser les expo- 
sants de & au-dessous de 7, on a un résultat de la forme 


(6) O—E, +aë Hat +... +atTiE, à, 


La formule (6) donne les valeurs de 65, 01, ..., On_as 
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quand on substitue à « chacune des racines imaginaires 
a, 6, y, ..., w de l’équation x?= 1. En outre, si l’on 
remplace & par 1, le second membre de l'équation (6) a 
pour valeur (to+X1+...+2%Xn 1)" où À?, en désignant 
par À la somme connue des racines de l'équation pro- 
posée (1). On a donc 


A— Es + Ë: on Ea Phi Cher: 
0 = Éo + cé + dE +... + aie, à, 
O1 ËÉo + 66 + Es +... HONTIE, ,, 
#5 #9. 0% © v:06. 0 de'"et eve ec ue D'or diese © 2 ec 0.025 Q, 5e fab PH 


Oo = Ep + DE + mE, +... How! 


Ajoutons ces équations et désignons par S, la somme 
des racines de l'équation (5); on aura, d’après les pro- 
priétés des racines «, 6, ..., 


AUS, — nr, 


ou 
S,— nE, — Ar. 


Désignons généralement par S, la somme des vif" puis- 
sances des racines de l’équation (5 ); élevons l’expres- 


sion (6) à la puissance y, et rabaissant les exposants 
de « au-dessous de 7, représentons le résultat par 


= ES QËû) HE efEt. + at iEbh es 


remplaçons ensuite « successivement par 1, &, 6, ..., 4, 
et ajoutons les résultats, on aura 


7 Fe Ve 
ANS) = rmE), 


ou 
S, — mn EC ait ART 


On pourra calculer de cette manière, en fonction des 
racines, Ton ad 0 Znitlessommes SSID 


SECTION V. — CHAPITRE I. 489 


et l’on en déduira ensuite les valeurs suivantes des coct- 
ficients P,, P;, ... de l'équation (5): 


Pi,=— (2E — A"), 


P, En (72 Ë — A}? CE (r EE — A7"), 
2. 2 


Éo— A")  (nE—A")infÿ— A2) (r Eÿ — A3!) 
5 2 CNT PDA A AO 
23 2 





S PU SSNEL. 2 


sers 0eme 00 00000 1! 


Voilà donc les coefficients P,, P:, ... de l'équation (5) 
exprimés en fonction des racines 46, X4, + .., Xn_1 de 
l'équation proposée, et si l’on fait dans l'expression de 
l’un d’eux, dans celle de P, par exemple, toutes ces substi- 
tutions des racines, on ne trouvera que 1.2.3...(7—) 
valeurs distinctes. On pourra ainsi former directement 
l'équation en P,, et l’on exprimera ensuite les valeurs 
des autres coefficients en fonction rationnelle de P,, 
par le procédé indiqué plus haut. 

S1 l’on connaît un seul système de valeurs des coeffi- 
cients P,, P,, ..., et si l’on peut résoudre l'équation 
en 0 correspondante de degré 2 —1, la résolution de 
l'équation proposée(1)s’ensuivraimmédiatement, comme 
nous allons le faire voir. 

Dans l’hypothèse où nous nous plaçons, les quantités 
803 43 +.., 0n_1 Sont connues, et l’équation (4) donne, 
en mettant &, 6, y, ..., w au lieu de «, 


2 É CARS 
Lo + AL, + A Lo + ,.. + a” nn EM hs 


(7) Lo + 6x, te 6x, a met à A Vas 1 (OAI t PET eu V6, 


.. 0. 8e 9 00 0e ee 9 © ne. a deteste nes en ee 4 





vi ! 
HD DT) HO de essai tr V0 
on a d’ailleurs 


Lo FL +Te +... + ln = À; 
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donc, en ajoutant ces équations, et en ayant égard aux 
propriétés des racines &, 6, ..., on aura 
n 1/74 UT FUN 
(8) . — A+ Vé+Va+...+ Vous. 
. 24 ——— TT Te DO où pire OT 
nr 


ajoutant aussi ces mêmes équations respectivement mul- 
tipliées par &’, 6", ..., w'et 1, il viendra 





A + we V0, + 6 V0, +... .+ 06; 
n 


(9) Try — 


Mais, comme rien ne détermine celle des valeurs de 
chaque radical qu’il faut prendre, le second membre de 
l'équation (9) ne diffère pas du second membre de l’é- 
quation (8). Aussi doit-on se borner à dire que les x 
racines de l'équation proposée sont données par la for- 
mule unique 


(10) np AV + Ve ++ Von 
7t 

À la vérité, cette formule, à cause de la multiplicité des 
valeurs de chaque radical, donne pour x un nombre de 
valeurs égal à 2771; mais on peut faire disparaître l’am- 
biguïté qui en résulte. En effet, les premiers membres 
des équations (7) sont des fonctions semblables des ra- 
cines Lo, L4, -.. ; On pourra donc, si l’on se donne l’une 
de ces fonctions, en déduire rationnellement toutes les 





: à : RYT LAN ITSE nn} 
autres. Ainsi, on pourra exprimer V8, V0», ..., Von: 


rationnellement en fonction de VO, et la formule (10) 
ne donnera alors pour x que 7 valeurs, comme cela doit 
être. 

Par cette méthode, la résolution de l’équation du cin- 
quième degré se ramène à celle d’une équation du qua- 
trième degré, dont les coefficients dépendent d’une 
équation du sixième. 
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Des équations dont le degré est un nombre composé. 


921. L'analyse précédente n’est pas applicable aux 
équations dont le degré est un nombre composé, et il 
est nécessaire d'employer ici des considérations nou- 
velles. La méthode que Lagrange a proposée pour ce cas 
revient au fond à décomposer l’équation proposée 


(1) V=— 0. 
de degré m—np, n étant un nombre premier, en # équa- 


tions du degré p; et cette méthode n’exige pour cela que 
la résolution d’une équation du degré 


(nr — Par Lie 


et celle d’une équation du degré n7—1, tandis que si l’on 


>] 


cherchait à faire la décomposition par la méthode ordi- 
naire, il faudrait résoudre une équation du degré 


mim—1)...(m—p+1) 
F2 CD 

Cette décomposition de l’équation (1) en n7 équations 
de degré p ayant été effectuée, on pourra appliquer à 
chacune de ces dernières la méthode exposée précédem- 
ment, si p est un nombre premier. Dans le cas contraire, 
si p—=n'pl, n' étant un nombre premier, on ramènera 
la résolution de chaque équation de degré p à celle de n° 
équations du degré p', en opérant de la même manière 


que pour la proposée; et ainsi de suite. Entrons main- 
tenant dans les détails. 

Soit m—np, n étant un nombre premier, et posons, 
comme précédemment, 


L—= ZX +ar Hu rs +...+a"!-lr,_à, 


Lo Lis.) Xm_1 désignant les m racines de l'équation (1) 
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et « une racine de x”*=— 1, mais qui appartienne aussi à 
l'équation x” — 1. Alors, comme on a généralement 


ar+k — uk, 
la valeur précédente de t pourra s’écrire comme il suit : 


Erin + den Hess + T(p—1}n] 
+ «|: — Ty+1 —- Lont1 + .. + TRE 
+ Ts + Zones + pr 
ou 
t=X +aXi ox, +...+atTiX, ;, 
en faisant, pour abréger, 


| AS, + Ln F lon +, . . + L(p—1)ns 
X, Er T; —+ Ln+1 —+- Top) + CRE —+- L(p-1)n4+19 


| 2.0 + ee. Qt eee! eue 7s 01e go," + "+." ee" 207618, 2" 07 eue ere «9 


SX Tu — ln 1 ren 11 Lan Tec À Lpn-te 
Représentons par 
(3) W= 0 


l'équation qui a pour racines X,4, X,, ..., Xy_15; on 
pourra appliquer à cette équation (3) la méthode exposée 
précédemment pour les équations de degré premier. 
Faisons 0 — £", ou 


(4) O—=(Xo+aXi +...+ aix 1 \ne 


ÿ dépend d’une équation du degré 1.2.3...{(n—1) dont 
les coefficients peuvent s'exprimer rationnellement par 
ceux de l'équation (3); et si l'on représente par 0, 04, …, 
0y_ les n— 1 valeurs que prend 9, quand on remplace 
a par les 7— 1 racines imaginaires de x” =1, on pourra 
former l’équation de degré 7 — 1 qui a ces »— 1 valeurs 
de 4 pour racines : représentons cette équation par 


(Shoïgert + Pepe Pa 0 Pri0f 


SA 
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ses coefficients P,, P;, ... dépendent d’une seule équa- 
tion de degré 1.2.3...(7—2) dont les coefficients 
s'expriment rationnellement par ceux de l'équation (3), 
ainsi que nous l’avons établi précédemment. 

Soient y l’un quelconque des coefficients P,, P:, ... 
et 


(6) LEO 
l'équation de degré 1.2.3...(n — 2) dont y dépend. 


Les coefficients de cette équation (6) sont exprimables 
rationnellement par ceux de l’équation (3), mais ces 
derniers ne sont pas connus, il n’y a que ceux de l’équa- 
tion (1) qui le soient; voici comment on peut former 
une équation en y dont les coefficients soient exprimés 
par les quantités connues. | 

f(y) est une fonction de y qui contient symétrique- 
ment les quantités X9, X:, . .., X4_1, et, si l’on y 
remplace X6,, X,, ... par leurs valeurs tirées des 
équations (2), elle deviendra une fonction entière non 
symétrique des racines Æy, Æy, ..., Xm_1 de l’équa- 
tion (1). Effectuons dans f (y) toutes les substitutions 
des racines Xo, Xi, +++, Xm_1 et désignons par 


HE) ASE sie +3 TT) 


les p valeurs distinctes que prend ainsi f (y); le produit 
de toutes ces valeurs est une fonction symétrique des 
racines Lo, Lis er Xm_1, Xprimable rationnellement 
par les coefficients de l’équation proposée. On a donc, 
pour déterminer y, l'équation 


(7) PT) AI) AT) + fur) = 0, 


dont les coefficients peuvent être considérés comme 
connus. 

Le degré de cette équation (7) est 1.2.3...(n7—2)X<u, 
x désignant le nombre des valeurs distinctes que prend 
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f(y) par les substitutions des racines x, x, ..., Xm_13 
nous savons que ce nombre u est un diviseur du produit 
1.2.3...m, et si l’on fait 


ME PM PR: 
De eee 


v 
y sera le nombre des substitutions qui appartiennent à 
la fonction f(y). Or f(y) ne change pas quand on 
change, les unes dans les autres, les racines qui figurent 
dans l’une des expressions X4, X,, ..., X,_,, non plus 
qu’en échangeant les quantités X5, X,, ..., les unes 
dans les autres; mais toute substitution qui fait passer 
quelques-unes des racines contenues dans X,, ou X3, 
ou ..., dans l’une des autres fonctions, change évidem- 
ment la fonction f (y). On conclut aisément de là que 


Ne 20 ‘PJAIS ESS r 


et, par conséquent, 
je 1.296520 
RE PRET 1 MANIERE 


Le degré de l’équation (7) est donc 


1.2.0, 


LA SNS) Det (12:97) (TIRE 


y 


ou 
17233. 400 


ce qui s'accorde avec la proposition établie au n° 439 
(corollaire IT). 

Si l’on connaît une seule racine de l’équation (7), on 
aura un système de valeurs des coefficients 


P;, P,, LT Pr 


de l’équation (5), car ces coefficients sont des fonctions 
semblables des racines de l'équation proposée, et, par 
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conséquent, ils peuvent s'exprimer rationnellement en 
fonction de l’un quelconque d’entre eux et des quan- 
tités connues. 

On résoudra ensuite l’équation (5), qui n’est que du 
degré n— 1, et l’on aura alors aisément les racines de 
l'équation (3). Désignons, en eflet, par 


CRC PEU EIRE ARE 


les 7 —1 racines de l'équation (5); ces valeurs de 8 
étant précisément celles qu’on déduit de l’équation (4), 
en remplaçant « par chacune des racines imaginaires 
de x” — 1, on aura 


X; + a Xe + ar Xs Te aix, ts 7/0, 
MEN EX te LT ixX V0, 


Sole) en 7e = +, se SR ST ere ee ES D. Re &18.1e , 


Pa 


X, + © X0 + a X3 Ar D + MERINS CE, CRE 


D'ailleurs, la somme des racines X,, X2, ..., X, est 
connue, car elle est la même que celles des racines x, 


Li, +.) Xm_13 En désignant donc par À cette somme, 


on aura 
Xo + X; + Xs+...+ X,_, = A. 


Des équations qui précèdent, on tire cette expression 
cénérale des racines X4, X4, ..., 


x — AH VBo VB +. + Von 


n 


Il ne reste plus, maintenant, qu’à trouver les racines 
Lo X1, -.. elles-mêmes; pour cela, on considérera 
l'équation qui a pour racines celles de la proposée dont 
la somme est X, ou X,, ou ..., X, par exemple : soit 

CP XPH Qi +...+HQhir +Q,—=0o 


cette équation, dont le premier membre est un diviseur 
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du premier membre V de la proposée. On fera la divi- 
sion à la manière ordinaire et l’on égalera à zéro les p 
termes du reste; on aura ainsi p équations dont les p—1 
premières détermineront Q:, Q3,...,en fonction de X,, 
la dernière étant alors satisfaite d’eile-même. Il est évi- 
dent que Q:, Q3, ... doivent s’exprimer rationnelle- 
ment en fonction de X,, puisque toutes ces fonctions 
sont semblables. On aura donc enfin, par ce moyen, les 
n équations de degré p dans lesquelles peut se décom- 
poser l’équation proposée. 

Tel est le point où les travaux de Lagrange ont ramené 
la question de la résolution algébrique des équations. 
La fonction résolvante nous a donné la résolution des 
équations du troisième et du quatrième degré; mais elle 
n’est d'aucune utilité pour les équations générales de 
degré supérieur au quatrième, dont, au surplus, la réso- 
lution est aujourd’hui démontrée impossible. Toutefois 
on verra plus loin que la considération de cette fonction 
résolvante conduit à la résolution algébrique d’une classe 
fort étendue d'équations de degrés quelconques. 

À la même époque où Lagrange publiait, à Berlin, le 
Mémoire dont nous venons de présenter les résultats 
principaux, Vandermonde s’occupait de la même ques- 
tion et présentait à l’Académie des Sciences de Paris un 
beau Mémoire où, par des considérations différentes de 
celles de Lagrange, il arrivait pourtant aux mêmes con- 
séquences. Je me borne ici à indiquer ce travail de 
Vandermonde, imprimé dans les Mémoires de l’Aca- 
démie des Sciences de Paris (année 1771). 


5 
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CHAPITRE IT. 


DE L'IMPOSSIBILITÉ DE LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES 
ÉQUATIONS GÉNÉRALES AU DELA DU QUATRIÈME DEGRÉ. 


Des fonctions algébriques. 


922. Les considérations que nous avons développées 
dans le Chapitre précédent donnent lieu de penser qu’il 
est impossible de résoudre algébriquement les équations 
générales de degré supérieur au quatrième. Abel est 
parvenu à démontrer rigoureusement cette impossibilité 
par une méthode qui a été simplifiée ensuite par Wantzel 
dans quelques-unes de ses parties. 

Résoudre une équation algébriquement, c’est former 
une fonction algébrique des coefficients qui, substituée 
à l’inconnue, satisfasse 1dentiquement à l'équation; la 
première chose à faire, pour reconnaître si une équation 
est soluble ou non algébriquement, est donc d'étudier 
la forme générale des fonctions algébriques. C’est cette 
étude que nous allons faire ici, et nous en conclurons 
ensuite facilement l'impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur au 
quatrième. 

Soient 

Lis Los Lis 1 LE 
k quantités quelconques indépendantes, et » une fonc- 
tion de ces quantités, v sera une fonction algébrique, 
si on peut l’exprimer en x, Æe, Æ3, ..., par le moyen 
des opérations suivantes, effectuées un nombre fini de 


S. — Alg, sup., 1. 32 
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fois : 1° l’addition ou la soustraction; 2° la multiplica- 
tion ; 3° la division; 4° l’extraction des racines d'indices 
premiers. Nous ne comptons pas l'élévation aux puis- 
sances entières et l’extraction des racines de degrés 
composés, parce que ces opérations sont évidemment 
comprises dans les quatre que nous avons mentionnées. 


Des fonctions entières. 


523. Lorsque la fonction » peut se former par les 
deux premières des quatre opérations mentionnées ci- 
dessus, elle est dite rationnelle et entière ou simplement 
entière. 

Désignons par 


PARIS a La) 


une fonction qui peut être exprimée par une somme 
d’un nombre limité de termes de la forme 


A TACTS etes 


À désignant une constante, et m,, m2, «.. étant des 
exposants entiers et positifs. L'opération désignée par f 
fournit une fonction entière, conformément à la défini- 
tion précédente; et l'on peut généralement considérer 
toutes les fonctions entières comme obtenues en répé- 
tant cette opération un nombre limité de fois. Soient v,, 
V2, «.. plusieurs fonctions de x,,x2, ..., de la même 
forme que /, la fonction 


f(", Pas «e % 


seraévidemment de lamême forme. D'ailleurs f(v,, vo, #7) 
est l'expression des fonctions obtenues en répétant deux 
fois l'opération f(x, &o, ...); d’où il suit qu'on trou- 
vera toujours un résultat de même forme en répétant 
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cette même opération autant de fois que l’on voudra, 
et que toute fonction entière de x, Æ2, ... peut être 
exprimée par une somme de termes de la forme 


Az: LH +... 


Des fonctions rationnelles. 


524. Une fonction + des quantités x, X2, Æ3s oo. 
est dite rationnelle lorsqu'elle peut être exprimée par 
les trois premières des quatre opérations algébriques 
ci-dessus désignées. 

Soient 


F(æ 2 ie PACE ) F{as, dos ds, e. * 
deux fonctions entières, le quotient de ces fonctions 


Jake gs +. 


Eh re he 


sera évidemment un cas particulier des fonctions ration- 
nelles non entières, et l’on peut considérer toute fonc- 
tion rationneile comme obtenue en répétant plusieurs 
fois l'opération précédente; mais, en désignant par »;, 


Va, -.. plusieurs fonctions de la forme TA 
F (1, La, ) 
il est évident que la fonction 
F(, Po, . "à 


peut être réduite à la même forme; d’où il suit que toute 
fonction rationnelle se réduira à la forme 


FRE RATES 4 


Hire 4e 





faF désignant des fonctions entières, 


TT ra 
(472 | FR. 


ot 
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Classification des fonctions algébriques 
non rationnelles. 


929.1S0oit 


une fonction rationnelle quelconque; 1l est évident que 
toute fonction algébrique s’obtiendra en combinant l’opé- 


4 CEE 


ration désignée par f avec l’opération désignée par V , 
m étant un nombre premier. Si donc p,, po, ... dé- 
signent des fonctions rationnelles de x,, x», ..., mr, 
no, ... des nombres premiers, et qu’on fasse 


AT re nn 
p'sera la forme des fonctions algébriques dans lesquelles 
l'opération désignée par V ne porte que sur des fonc- 
tions rationnelles. Nous appellerons, avec Abel, fonc- 
tions algébriques du premier ordre les fonctions de la 
forme p”. | 
Soient p',, p,, -.. des fonctions algébriques du pre- 
mier ordre, 7,,7,, -.. des nombres premiers; et posons 


PE flans » 20 Vpis Vparee AN VPN 
p' sera la forme générale des fonctions algébriques dans 
lesquelles l’opération désignée par V ne porte que sur 
des fonctions rationnelles ou sur des fonctions algé- 
briques du premier ordre. Nous appellerons fonctions 
algébriques du deuxième ordre les fonctions de la 
forme p”. 

De même, si p',p,, ... désignent des fonctions algé- 
briques du deuxième ordre, n°, n°}, ..., des nombres 
premiers, et qu'on fasse 


Le M 
move fe ns nh TS VAT ) A 
P ARE .., VPi5 .…., VP:> .…., VP,» …..)s 
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p” sera la forme des fonctions algébriques, où l’opéra- 


tion désignée par Ÿ ne porte que sur des fonctions ra- 
uonnelles et sur des fonctions des deux premiers ordres. 
Les fonctions de la forme p” seront les fonctions algé- 
briques du troisième ordre. 

En continuant ainsi, on formera des fonctions algé- 
briques du quatrième, cinquième, ..., ui*®® ordre, et1l 
est évident que l’expression générale des fonctions du 
pième ordre sera l'expression générale des fonctions algé- 
briques. 

Il suit de là qu'en désignant par # une fonction algé- 
brique du ui°"° ordre, y aura la forme 


e—f{(n, Toy 9 77 LS .. 4 


où f désigne toujours une fonction rationnelle, p4, po, .… 
des fonctions de l’ordre u—1, 7,, #2, ... des nombres 
premiers, et 71, r>, ... des fonctions de l’ordre u — 1 
ou d’un ordre moins élevé. 

On peut évidemment supposer qu'aucun des radicaux 


PNA T0 Mar [77 : ‘ ; 
VPi; Vp>, -.. ne soit exprimable rationnellement cn 
fonction des autres radicaux et des quantités 10 


‘ LA RP ALES 
Si, en effet, Vp4 était dans ce cas, en portant sa valeur 
dans l'expression de #, on aurait une valeur de + 


ER Ep ie sen à 


de la même forme que la précédente, mais plus simple, 


puisqu'elle contiendrait le radical Vpi de moins. Si, de 
même, l’un des radicaux qui restent pouvait s'exprimer 
en fonction rationnelle des autres radicaux et des quan- 
tités 74, Jo, ..., On pourrait chasser ce radical de l’ex- 
pression de , qui conserverait d’ailleurs la même forme ; 
et si l’on pouvait continuer ainsi jusqu’à ce qu’on eût 
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1° . n . mi ir Naf . 
éliminé tous les radicaux Ÿp1, Vp», -.., la fonction v 
serait réduite à l’ordre u—1. 

Si donc la fonction + est effectivement du ui*"® ordre, 


on peut supposer que les radicaux Vpi; Ÿpo, ... aient 
été réduits au plus petit nombre possible, et qu'il soit 
impossible d'exprimer l’un de ces radicaux en fonction 
rationnelle des autres et de fonctions algébriques d’ordre 
inférieur. Et si m désigne alors le nombre de ces radi- 
caux qui affectent des fonctions algébriques d'ordre p—1, 
nous dirons que la fonction + d'ordre x est du degré m. 
D'après cette définition, une fonction d’ordre p et de 
degré zéro n’est autre qu'une fonction d'ordre y — 1, et 
une fonction d'ordre zéro est une fonction rationnelle. 
Il résulte de là que, si v désigne une fonction algé- 
brique d’ordre y et de degré m, on aura généralement 


us 1 
e— fr, Tree Wp), 


/ désignant une fonction rationnelle, p une fonction al- 
gébrique d'ordre u—1, 7 un nombre premier, et r,, 
ro», ... des fonctions d'ordre w, mais de degré m—1. 
En outre, d’après ce qui précède, on peut toujours sup- 
poser qu'il soit impossible d'exprimer Vp en fonction 
rationnelle de 74,79, .... 


Forme générale des fonctions algébriques. 


926. Dans l’expression précédente de », f désigne 


une fonction rationnelle des quantités r,, ro, ... et Vp, 
mais toute fonction rationnelle de plusieurs quantités 
peut être représentée par le quotient de deux fonctions 
entières; nous pouvons donc poser 


pris» 2, Vp) 
———— ——— —— ; 


dr, Ts ÿp) 


ù sn HAE 
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vetŸ désignant des fonctions entières, et si l’on ordonne 4 
| ns 

et Ÿ par rapport aux puissances de Vp ou p”, on aura 

pour # une valeur de la forme 


1 : y 


Pa So SPA ESA pe es pt S 


CE RE CAEN PET PT IEC RSS PSE: er 


1 2 EG D 
Lo +4 p + tap+...+ tp" 
DT... siettr ti, :.., t, sont des fonctions 
entières de 74, ray oc... 
Soit « une racine imaginaire de l’équation 
CAE 4 
désignons par 
RAA a RENDU 


les 2 —1 valeurs qu'on obtient en remplaçant, dans T, 
1 


P" successivement par 


1 1 ù 
ap" a? n a D’? a7—1 n 
Pis P : P 5. PE 


et multiplions par T, T,...1,_, les deux termes de la 
valeur de +, on aura 


ST; Te .. PSS 
= = — 0 
EE Ts slére AE 


Le produit TT, T:...7T,_, peut évidemment s'exprimer 
en fonction entière de p et des quantités 74, re, +. 1l 
est donc une fonction algébrique d’ordre x et de degré 
m—1 au plus, que nous désignerons par u. Pareille- 
ment, le produit ST, T,...T,_, est une fonction en- 


1€ n FL d L4 
tière de r,,72 ..., et Vp: nous représenterons sa valeur 


par 


2 i 
us PH. + Up, 


CR LS 


Uo + Up 
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et l’on aura 
: i 
Uo + tp + up ..—+ u; pt 


| lBssarené Lo hfa MOD HE UEE PRES 
(ei 


as 


ou simplement 
1 2 i 


Po + HP" + GP + + + 


‘ LUN U 
en mettant go; 41, . au lieu de —; 715 Jo Qu 

. [42 
désignent ici des fonctions rationnelles de 74, ro, ... 
et p. 


On peut chasser de l'expression précédente de v les 
1 


puissances de p" supérieures à la (n—1)*". Si, en 
effet, j désigne un nombre qui, divisé par z, donne le 
quotient g et le reste A, on a 
j 
PIE TER PR: 
et, en se servant de cette formule, on pourra mettre y 


sous la forme 
î 2 n—1 


(1) P = Go + GP" + Ga PH + QnP 


Jos Jr I2r +++, In_1 Étant toujours des fonctions ration- 
nelles de p, r,, 72, ..., et, par conséquent, des fonc- 
ons algébriques d’ordre et de degré m—1 au plus, 


telles, en outre, qu'il soit impossible d'exprimer ration- 
1 


nellement p” en fonction rationnelle des quantités dont 
elles dépendent. 


Dans l'expression (1) de v, on peut supposer 


Ji Se 


Pour le démontrer, supposons d’abord que g, ne soit 
pas nul, et posons 
Pi — Pi 


© 
Q 
GE 
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d’où 


1 
Pi à ose VIA 
— {— et : 
P qi gi. 


l'expression de devient 


1 © n— 1 
HU NE ee fn 
27 0 2 pie n 
RACE PANNE ARTE er ERP 
1 { 


ou plus simplemen t 


1 2 n —1 


(2) Ugo + PE JP here ETniP 0 





en écrivant p au lieu de p, ; 2, gs, ... au lieu de ne 
gs | 
TER | 
Dans cette nouvelle expression (2) de », qui se déduit 
de (1) en faisant 4, —1, les quantités 44, y:, ... dési- 
gnent toujours des fonctions algébriques d’ordre x et de 
degré m — 1. 

Supposons maintenant que dans l’expression (1) de + 
on ait g, — 0: désignons par g4 l’une des quantités 4», 
43» -.., Quin'est pas nulle, et posons 


Pi = 9%?" 
d’où 
“ _ 
Pi = 9KP"; 
n étant premier et # étant moindre que 7, on peut tou- 
jours trouver deux entiers & et 6 tels, que 
kha— n6—= }, 


À étant un nombre entier quelconque donné; alors on 


aura 
œ À 


Pi= gi p°P", 
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À a 
AT pe LA 
P°—= qK"P. Pie 


On a, en particulier et par hypothèse, 


1 

k n 
4 LE 
PIE ESS 
VA 


les deux formules précédentes permettent de substituer 
1 


1 
aux puissances de p”, dans la valeur (1) de v, celles de pf, 


et, après cette substitution, il est évident que la forme 
1 


de y n'aura pas changé, mais que le coefficient de p{ sera 
k 


l'unité; car, dans l'expression primitive de +, p" a pour 
coefficient 4. Les développements qui précèdent peuvent 
être résumés par la proposition suivante : 


Tuéorkmx. — Zoute fonction algébrique d'ordre 
et de degré m peut étre mise sous la forme 


1 2 n—1 


0 = 90 + P'+ gP"+e..+Qnn1P *, 





où n est un nombre premier, go, 4», ... des fonctions 
algébriques d'ordre u, mais de degré m—1, et p une 
fonction d'ordre u— 1, dont la racine nie ne peut étre 
exprimée rationnellement par les quantités go, gs, +... 


Propriétés des fonctions algébriques qui satisfont 
à une équation donnée. 


927. Il importe de rappeler ici les définitions que 
nous avons présentées au n° 100. 
Si l’on considère un polynôme entier et rationnel 


x" + a vt-1 ce A2 x—2 HEAR) 
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dont les coefficients a, , a, ... soient des nombres com- 
mensurables donnés, tout diviseur de ce polynôme dont 
les coefficients sont commensurables est dit un diviseur 
commensurable. 

Plus généralement, si les coefficients a,, &, ... du 
polynôme sont des fonctions rationnelles de quantités 
quelconques, qu’on regarde comme connues, tout divi- 
seur de ce polynôme qui a pour coefficients des fonctions 
rationnelles des quantités connues est appelé un diviseur 
commensurable. 

On nomme, dans tous les cas, équation irréductible 
toute équation dont le premier membre n’admet aucun 
diviseur commensurable. 

Dans le cas de l'équation générale de degré quel- 
conque, dont les coefficients sont indéterminés, les 
quantités connues ne sont autres que les coefficients 
eux-mêmes; l’équation est nécessairement irréductible. 

Cela posé, soit une équation de degré m 


(r), et aa La a Ham it + Am =0, 


dont les coefficients sont considérés comme des fonctions 
rationnelles de quantités connues, et supposons qu’elle 
soit résoluble algébriquement. 

D’après la classification des fonctions algébriques 
établie précédemment, si la racine x est une fonction 
algébrique d’ordre w des quantités connues, on pourra 
poser 


1 2 n—1 


(2) T— 40 + p* + GP ++ ns 





n est un nombre premier; p désigne une fonction d'ordre 
— 1; Yo, ÿ2, . .. peuvent être de l’ordre g, mais sont 
d’un degré moindre que celui de x. Enfin on peut sup- 
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1 
poser qu’il soit impossible d'exprimer p" en fonction 
rationnelle de p, 49, go» +... 
En substituant cette expression (2) de x dans l’équa- 
tion (1), on aura un résultat qui pourra évidemment se 
réduire à la forme 


19 


n—1 


1 


(3) To + PH Tr pH. + rnnp 0, 


OÙ rs l'as l'oy ce. l'n_1 désignent des fonctions ration- 
nelles des quantités p, go, 42, + :., qn_1. Or je dis que 
l'équation (3) exige que l'on ait en même temps 


70—0, 71—0, 753 — 0, 24107 mire to: 
En effet, dans le cas contraire, les deux équations 


CS ed À 


3 | =: 
To 133 Her Hi, ET AR 


auraient Une ou plusieurs racines communes. Soit Æ le 

nombre de ces racines, on pourrait former une équation 

de degré À ayant pour racines ces À racines communes, 

et pour coefficients des fonctions rationnelles de p, go; 
2 ec... Jn—i: Soit 


So + si 3 —+- Sa CAEENE .. À 5 SEE 0 
cette équation, et désignons par 
lb +h2z+tz +... +2 


un diviseur irréductible de son premier membre, dont 
les coefficients #4, t4, ..., t; soient des fonctions ration- 
nelles de p, qo, 42» +++, n_1. L'équation 


(4) tj +hzt ts +... .+1,3=0 


2 ts 4. 
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a toutes ses racines communes avec 
(5) 2! — p —0; 


d’ailleurs son degré à est au moins égal à 2, car, autre- 
1 


ment, on pourrait exprimer z ou p"en fonction ration- 
nelle de p, go, g2 + +» n_1- Si donc z désigne une racine 
quelconque de l'équation (4), cette équation aura au 
moins une autre racine de la forme &z, « étant une ra- 
cine de léquation | 


l'équation (4) aura donc une racine commune avéé 
(6) PR NT ET le RS OL LEE 

dv par conséquent, avec l'équation 

(7) (1— ai) t, + (a — ai) t,z+ Ne (ait — oi) ri — 0, 


que l’on obtient en retranchant de l'équation (6) léqua- 
tion (4) multipliée par af. Mais l'équation (4) est sup- 
posée irréducuble: 1l est donc impossible qu’elle ait une 
racine commune avec l'équation (7), qui est d’un degré 
inférieur au sien : d’où il suit qu’on a nécessairement 


He 0, LL 0; Ne 0 Ty+i — 0. 


Les équations précédentes ayant lieu, l'expression (2) 


de x satisfera encore à la proposée (1), quand on y aura 
1 


substitué à p" chacune des 2 valeurs 


1 1 1 1 


DE &p", 6p", as wp", 


où1,&,6, ...,"“ désignent les racines n°" de l'unité. 
On aura ainsi 2 racines de l'équation (1), que nous re- 
présenterons par 


Lis Los rl os Cry 


= 
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et dont les valeurs seront 








1 2 n—1 

Li —= 95 + PF gp Fe TE TRS 

1 [2 n—-i 

La = + ap" + gap" + eee + a ROSE F , 

(6) 1 - no 


23 = + 6p +6 qept +... + 6 que pl, 
1 #45 'e7 0: 516 lee 675: 1h00 6 % #0. 0.8 0e 200 te 0e * 
1 2 n — 1 


Zn = +0p" +o?q;p" +... = 07010 PIRE 


On voit que ces racines sont différentes, car, si deux 
d’entre elles étaient égales, il résulterait de cette égalité 
une équation qui aurait la même forme que l’équa- 
tion (3), ce qui conduit, comme nous l’avons vu, à un 
résultat contradictoire. Au surplus, cette remarque n’est 
pas indispensable pour ce qui va suivre. 

En ajoutant les équations (8), en les ajoutant ensuite 
après les avoir respectivement multipliées par 


n—1 n—1 n—1 
1, © , 6 se , 


puis par 
1, QE, Gr?) cine Re: 


puis, etc., on obtient les suivantes : 


I 
HE Cane + Later OUEN, 


sl 


I 
pire, (as Hetclias E.  Potnien, 


sl 


I n—2 n—2 
Gp" > (as + at as +... + ox), 


OCR MOMOMCE MONO EN ee. 0e © 7/0 % d'etre Sie ss HPITT ARR CICR ] 
n—1 


An—1 P ñ — 





(ai Has +. 0.1 HFor,), 


à | = 


Il résulte de là que, si l’on regarde comme connues les 


4. 
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racines de l’unité, les quantités 


1 


P"; To» VEE suPte)s In--1 


sont des fonctions rationnelles des racines de l’équa- 
tion (1). On a, en effet, généralement 


Di + MR rs + 6 rs +... Ho Rx, 


Te = | | PRET TR TL 7 1 7 CREDIT ETES 
(as + et, + 60, +. Hot trs) 


Désignons maintenant par y l’une quelconque des 
1 


quantités D", HD dass en Dos CUROIL 


{ 2 r—1 


(a) Y es So + Va + Se 07 +... + S—) 0 r : 





Sos $23 + +. , étant des fonctions qui peuvent être du même 
ordre que y, mais qui sont de degré inférieur. On a, par 
ce qui précède, 


AE AETE Moy + 54 


o désignant une fonction rationnelle, et x, Xe, ..., Xm 
les m racines de l'équation (1), lesquelles peuvent ne pas 
entrer toutes dans la fonction +. Soit m' le nombre des 
valeurs que prend cette fonction par les substitutions des 
racines y, Lo, --.; On pourra former une équation du 
degré m' dont les coefficients seront exprimés rationnel- 
lement par ceux de l’équation (1), et dont les racines 


in Vos es Vm' 


seront les m' valeurs de la fonction 9. Et, comme la va- 
leur (9) de y doit satisfaire à cette équation, on en con- 
clura, comme précédemment, que les quantités 


P, Sp S9s rs Sr 


sont des fonctions rationnelles de ÿ,, ya, ..., Vmr, et, 


2 
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par conséquent, aussi des fonctions rationnelles de æ4, 
Lo, 2e” ss Lm:. é 

Comme on peut continuer indéfiniment ce raisonne- 
ment, on conclut de ce qui précède que : 


St une équation est résoluble algébriquement, on peut 
donner à la racine une forme telle, que toutes les fonc- 
tions algébriques dont elle est composée soient des fonc- 
tions rationnelles des racines de l'équation proposée. 


Démonstration de l'impossibilité de resoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur 
au quatrième. 


528. Les propriétés des racines d’une équation réso- 
luble algébriquement, que nous venons de démontrer, 
ont lieu dans tous les cas, soit qu'il s’agisse d’une équa- 
tion dont les coefficients ont des valeurs déterminées, soit 
que l’on considère ces coefficients comme indéterminés, 
et, par suite, les racines de l’équation comme étant des 
quantités quelconques, n’ayant entre elles aucune dépen- 
dance. | 

Nous plaçant maintenant à ce dernier point de vue, 
nous allons démontrer qu'il est impossible de résoudre 
algébriquement les équations générales de degré supé- 
rieur au quatrième. 

Ce théorème a été démontré, pour la première fois, 
d’une manière rigoureuse par Abel; je présenterai ici la 
démonstration plus simple que l’on doit à Wantzel (!). 





(*) J'ai cru devoir reproduire le raisonnement de Wantzel; j'ai 
cependant supprimé quelques détails que rendent inutiles les dévelop- 
pements dans lesquels je suis entré en traitant de la théorie des substi- 
tulions. 


EC] 
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Soit 
fx) ==) 


une équation du degré mn dont les coefficients sont indé- 
terminés, et désignons par 


Li Lo, ..…,: Lyn 


ses m racines, que nous supposons exprimables algébri- 
quement en fonction des coefficients. 

Si l'équation f(x) = 0 est satisfaite par la valeur x, 
de x, quels que soient ses coefficients, on doit reproduire 
identiquement x, en substituant dans son expression la 
fonction rationnelle correspondant à chaque radical, 
puisque les racines de l’équation sont alors entièrement 
arbitraires. De même, toute relation entre les racines 
devra être identique, et ne cessera pas d’exister, si l’on y 
remplace ces racines les unes par les autres, d’une ma- 
nière quelconque. 

Désignons par y le premier radical qui entre dans la 
valeur de x,, en suivant l’ordre du calcul, et soit 


J° —=P; 
p dépendra immédiatement des coefficients de f(x) —0, 
et s’exprimera par une fonction symétrique des racines, 
F(xs, Xos Æs, ...); ÿ sera une fonction rationnelle 
p(X1, Lo, Ls, ...) des mêmes racines. 
Comme la fonction © n’est pas symétrique, sans quoi 
la racine ni"° de p s’extrairait exactement, elle doit 


changer lorsqu'on transpose deux racines, x, x2, par 
exemple; mais la relation 


p” = F 
sera toujours satisfaite. D'ailleurs, la fonction F étant 


invariable par cette transposition, les valeurs de © sont 
De — Alg. SUP:3 IE 33 
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des racines de l'équation 3/=—K, et l’on a 


p(æ, Lis La; : Root To, Las RL à 


« étant une racine nie de l’unité. 
Si l’on transpose les racines x, et x», il vient 


\ \ 
p(æ Los Las : ….]=ap(z, Lys Tr se); 


d’où, en multipliant par ordre, 


2 


Ale 


œ 


Ce résultat prouve que le nombre 7, supposé premier, 
est nécessairement égal à 2; donc le premier radical qui 
se présente dans la valeur de l'inconnue doit étre du 
deuxième degré. C’est ce qui arrive, en effet, pour les 
équations qu'on sait résoudre. 

La fonction 4 n’ayant que deux valeurs, elle change 
par une transposition quelconque, et elle ne sera pas 
changée (n° 493) par une substitution circulaire de trois 
ou de cinq lettres, car chacune de ces substitutions équi- 
vaut à un nombre pair de transpositions. 

Continuons la série des opérations indiquées pour 
former la valeur x, de x. 

On combinera le premier radical avec les coefficients 
de f(x) = o, ou la fonction q avec des fonctions symé- 
triques des racines, à l’aide des premières opérations de 
l’'Algèbre, et l’on obtiendra ainsi une fonction des racines 
susceptible de deux valeurs, et, par conséquent, inva- 
riable par les substitutions circulaires de trois lettres. 
Les radicaux subséquents pourront donner encore des 
fonctions du même genre, s'ils sont du deuxième degré. 
Supposons qu’on soit arrivé à un radical pour lequel la 
fonction rationnelle équivalente ne soit pas invariable 
par ces substitutions; désignons-le toujours par 


LT \ 
EP Ta M es pe 
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Dans l'équation 
Y*=p 
nous ferons encore 


p=F(x, Las Las ...); 


cette fonction ne sera pas symétrique, maïs seulement 
invariable par les substitutions circulaires de trois let- 
tres. Si l’on remplace 


par 


Lo, L3, Li 


dans 9, la relation 
Ch di 


subsistera toujours; et, puisque F ne change pas par cette 
substitution, 1l viendra 


p(Xa) Las CAE Ty lue (ss Lo; Las CA .. “}, 


æ désignant une racine niève de l’unité. 
En faisant dans cette équation la substitution circu- 


laire 
(rs T9 La), 


et en répétant cette substitution, on aura 


p(xs, Lis Los Ty ….)] —=ap(T2 Lys ls Lys ...), 


p(Z; Lo, Lys Ly, taux, Lys Lo, Lys Loere 


puis, en multipliant les trois équations précédentes, on 


conclura 
et 


Ainsi, n sera égal à 3. 

Si le nombre des quantités x, Xe, Æ3, X5, ... est su- 
périeur à quatre, ou si l'équation f(x) —oest d’un 
degré plus élevé que le quatrième, on pourra effectuer 


= 


516 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


dans œ une substitution circulaire de cinq lettres, par 


exemple 
(dis Do Ta Lys æs)3 


la fonction F ne changera pas par cette substitution, et 
l’on aura | 


pra 2e M Coaitin Je p (ans tde, NPA 
puis, en répétant de part et d’autre la même substitution, 


ps Li Ts Lis Ta, .….)—=ap(re, Tags Tps, Tor 4 ..) 


0008 8 0e 008 0 0 00 0 0 0 0 ee 8 2e Se Ge. a vtt, 


Par la multiplication, on obtient 


ce qui entraîne 


puisque « est une racine cubique de l’unité. Donc, si 
le degré de l'équation proposée est supérieur à 4, la 
fonction & est invariable par les substitutions circulaires 
de trois lettres, ce qui est contraire à notre hypothèse. 
Ainsi, tous les radicaux renfermés dans l'expression 
de la racine d'une équation générale de degré supérieur 
au quatrième devraient étre égaux à des fonctions r'a- 
tionnelles des racines invariables par les substitutions 
_ circulaires de trois racines. En substituant ces fonctions 
dans l'expression de x,, on arrive alors à une égalité de 


la forme 
Li its CI TRE DCE 


qui doit être identique; or cela est impossible, puisque le 
second membre reste invariable quand on remplace æ;, 
Los Lg Par Los sy Ly, tandis que le premier membre 
change évidemment. 

Donc il est impossible de résoudre par radicaux l’é- 


Pac 
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quation générale du cinquième degré ou d’un degré su- 
périeur. 

La démonstration précédente fait voir en même temps 
que, pour les équations du troisième et du quatrième 
degré, le premier radical, dans l’ordre des opérations, 
doit être un radical carré, et le deuxième un radical 
cubique. Ces circonstances se présentent, en effet, dans 


les formules que nous avons données dans le Chapiire 
précédent. 
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CHAPITRE III. 


DES ÉQUATIONS ABÉLIENNES. 


Des équations irreductibles dont deux racines sont tel- 
q 
lement liees entre elles, que l’une puisse s'exprimer 
» 4 P P 
rationnellement par l’autre. 


929. Après avoir démontré qu’il est impossible de 
résoudre algébriquement les équations générales de de- 
gré supérieur au quatrième, il paraîtrait naturel de cher- 
cher à déterminer quelles sont les équations susceptibles 
d’une telle résolution. Mais, avant d’aborder ce difficile 
problème, il convient de presenter une étude complète 
d’une classe remarquable d'équations que M. Krônecker 
a nommées abéliennes. 

Les équations auxquelles conduit le problème de la 
division du cercle en un nombre premier p de parties 
égales sont toujours résolubles par radicaux, et Gauss a 
montré, dans ses Recherches arithmétiques, que chacun 
des radicaux dont l'expression des racines est composée 
a pour indice l’un des facteurs premiers de p—1. Ces 
équations ont cette propriété, que chaque racine peut 
s'exprimer rationnellement par l’une quelconque des 
autres, et Abel, en partant de cette remarque, a fait voir 
que, si deux racines d’une équation irréductible sont 
tellement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer 
rationnellement par l’autre, on peut toujours ramener la 
résolution de l’équation à celle d'équations de degrés 
moindres. Il y a même des cas où l’équation est résoluble 
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algébriquement; cela arrive en particulier si son degré 
est un nombre premier. 

Nous allons exposer ici ces recherches d’Abel, et nous 
ferons ensuite l'application de sa méthode aux équations 
dont dépend la division du cercle en un nombre premier 
de parties égales. 


530. Soit 
(1) flæ) = 0 


une équation irréductible de degré a, et supposons que 
deux racines x’et x, soient liées entre elles par l'équation 


x’ Se 0x, 


où 0x désigne une fonction rationnelle de x et des quan- 
tités connues. x’ étant racine de l’équation (1), on aura 


flo) —0: 
d’où il suit que x, est racine de l’équation 
(2) FAN EA Er) 


et, par conséquent, cette équation {2) admet toutes les 
racines de l’équation (1) (n° 100), car celle-ci est irré- 
ductible, et f(0x) est une fonction rationnelle. En d’au- 
tres termes, si x désigne une racine quelconque de l’é- 
quation (1), 0x sera aussi racine de cette équation. 
Mais 0x, est racine de l’équation (1); donc 88x, le sera 
aussi, ainsi que 068 x,, et généralement, en répétant sur 
x, un nombre quelconque de fois l'opération désignée 
par 4, on obtiendra toujours une racine de l'équation (1). 
Soit, pour abréger, 


00 x, ee EN EL ESS x, Gb, ESS De …., 
tous les termes de la série 


(3) Li) 6x, GX, Gr, AS 
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seront des racines de l'équation (1). Mais la série (3) ren- 

ferme une infinité de termes, tandis que l'équation (1) 

n’a que y racines; il faut donc que quelques-unes des 

quantités (3)se trouvent répétées un nombre infini de fois. 
Supposons, par exemple, que l’on ait 


m+n mn Eire 
OPÉCEST 0er 


ou 
CAN Le 77 — 0% x, = 0, 
l'équation 
Gr — x —0 
a la racine 8x, commune avec l’équation (1); elle admet- 
tra donc toutes les racines de l’équation (1), et l’on aura 


DAT — Là — [e] 

ou 
(LC Ti es | Li. 

On tire de là 

QE GER 
d’où il suit que les termes de la série (3), à partir du 

q ) 

nième, se reproduiront dans le même ordre, et que cette 
série ne contiendra que les n racines distinctes 


(4) Ti 0x, “APE shalte es 


Ces 7 racines seront effectivement distinctes, si » est le 
nombre de fois qu'il faut répéter sur x, l'opération dé- 
signée par © pour reproduire x1. | 

Si l’on a p—n, la série (4) contient toutes les racines 
de l'équation (1). 

Supposons y > n, et soit x, une racine de l'équation (r) 
qui ne fasse pas partie de la série (4), on fera voir, 
comme précédemment, que toutes les quantités 


1 du 
(5) Lo, Ûro, TE CEUX | (7e Le, CP 


sont également racines de l'équation (1). Or je dis que, 


3 
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dans la série (5), les 7 premiers termes 
(6) RAA CL 2 CRE EE 7 


sont les seuls qui puissent être différents. En effet, l’é- 


quation 
g7 T—TLZO 


admet la racine x, de l'équation (1); donc elle admettra 
toutes les autres, et l’on aura 
ET Te, 

d’où 

GEPET OR 
Par conséquent, les termes de la série (5) se reproduiront 
dans le même ordre, à partir du n°", et, parmi ces 
termes, les seuls qui puissent être distincis sont renfer- 
més dans la série (6). 

Je dis maintenant que les termes de la série (6) sont 
effectivement différents entre eux, et distincts des quan- 
tités (4). 

L'égalité 

Gr = 0e, 
où k et : sont inférieurs à 7», est effectivement impos-. 
sible; car, d’après le théorème établi au n° 100, elle 
entraînerait 

GE 0e, 
ce qui n'a pas lieu, puisque les quantités (4) sont diffé- 
rentes. 

L'égalité 

TE Cire 
est de même impossible. Si, en effet, elle avait lieu, ïl 
en résulterait 
GORGE DrER fo 


ou 
07—-kti, = lets RER Los 
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et, par conséquent, x, ferait partie de la série (4), ce qui 
est contre l'hypothèse. 

Le nombre des racines de l'équation (1) renfermées 
dans les séries (4) et (6) est 27; on a donc nécessaire- 
ment u— 272 OUu > 27. 

Supposons u > 2n, et désignons par x, une racine de 
l'équation (1) qui ne fasse pas partie des groupes (4) 
et (6); en raisonnant comme précédemment, on formera 
un troisième groupe de 7 racines, 


2 n—1 
Ts Oise ee pres 


toutes distinctes et différentes des quantités (4) et (6); 
d’où il suit nécessairement que l’on au—3nouv>ân. 

En continuant ainsi, on verra que les x racines de 
l'équation (1) peuvent être partagées en un certain 
nombre m de groupes composés chacun de 7 termes, en 


sorte que 
L TI 0TLS 


Les racines de l'équation (1) seront alors 


Las U0 T5 COUDE TO TEE 
La 00 LS OT RS PRET 
(7) CS ED EE PR RATE 
de pe re RES D 
my 0Lms OLms +=, 0 Te 


531. Considérons l’équation de degré 7 qui a pour 
racines les racines de l’un de ces groupes, du premier 
par exemple, et soit 


(æ— r)(x — 60x)(x — 0x;)...(x — 0-1) —=o 
ou 


(8) at + AU at pe AM ne RC D At ,æ + A%—0o 


n 
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cette équation. Les coefficients 
(1) (1) (1) 
ARR A SE AS 


sont des fonctions rationnelles et symétriques des quan- 
tités 
Li CEE D 0 Lis 
et 1ls ne dépendent, comme on va voir, que d’une seule 
équation du degré m. 
Soit, en effet, y, une fonction rationnelle et symétrique 
quelconque des quantités 


(9) HT x), x, te ÉSPCTS 


Ûx1, 02x4, ... étant des fonctions rationnelles de x, y: 
le sera aussi, et nous poserons 


71 milan), 


F désignant une fonction rationnelle. En outre, à cause 
de 0x, = x;, les quantités (9) ne feront que se changer 
les unes dans les autres si l’on remplace x, par 0x4, 
Pr, ..., 071x,; et comme y, est une fonction symé- 
trique de ces quantités, sa valeur sera invariable par ces 
changements; on aura donc 


Nn=F(n)=F(0x)=F(Px) =... F(07 a). 


Désignons par 
Jar Vas ces Ÿm 


les valeurs que prend y4 quand on y remplacex, succes- 


sivement par 
Lo La, HAN Lin 


on aura 
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Soit maintenant 


(r— 719 (Y — Ya). (Y—Ym) =0 
ou 


(10) Hp + pi +. + pm1Y + Pm =0 


l'équation qui a pour racines y, V2, «+. 9m 3 Je dis que les 
coefficients p,, Pr, ... de cette équation peuvent être 
exprimés rationnellement par les coefficients de l’équa- 
tion proposée (1). On a, en effet, quel que soit l’entier À, 


= = (CF )P + LF(6x)) +... + [F(6-2)p}, 
Date ; [EF (22)P + [F(02)P +...+ [F0 ta) Pi}, 
nm = > IF (em) PCF (62m) P ++ [F (0 tem), 


et, en ajoutant, 
À k À I 
Mine +. += Fe) 


Le signe D du second membre s'étend à toutes les ra- 


cines de l’équation proposée ; ce second membre est donc 
une fonction symétrique et rationnelle de toutes les ra- 
cines; d’où 1l résulte que les sommes de puissances sem- 
blables des racines de l’équation (10) peuvent être expri- 
mées rationnellement par les coefficients de l’équation 
proposée. On pourra donc aussi exprimer de la même 
manière les coefficients p,, p2, .…., ainsi que nous l’avions 
annoncé. 

La fonction rationnelle et symétrique y, des quanti- 
tés (9), fonction qui peut être choisie à volonté, dépend 
donc directement d’une équation de degré m. D'ailleurs 
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les fonctions 
PA RS dr NA 


1 


sont semblables ; car elles peuvent toutes être considérées 
comme des fonctions rationnelles de la seule racine x1. 
On pourra donc exprimer 


1 2 


en fonction rationnelle de y,. 

Nous sommes ainsi conduits à l’une des applicationsles 
plus importantes de la théorie des fonctions semblables, 
que nous avons développée dans le Chapitre V de la Sec- 
tion IV ; mais, comme cette théorie est sujette à quelques 
cas d'exception, il ne sera pas inutile d'entrer, avec Abel, 
dans le détail du calcul des coefficients A!°, AT, .... 

Désignons par d(x,) l’un quelconque de ces coeffi- 
cients; ÿ est une fonction rationnelle qui ne doit pas 
changer quand on remplace x, par 06x,,02x,,...,07-1x,, 
puisque Y(x,) est, comme y,, une fonction symétrique 
des quantités (9); et 1l en sera de même de la fonction 


vla) où [F(xi)Py(æ) 
On aura donc 
pav(ar)= LÀ TT (21)P (es) + CF (921) 79 (Os) +. 
+ [F(8-12,)P (62), 


en remplaçant x, successivement par Zo, La, ..., Xms 
on aura des expressions semblables pour y: d(xe), ..., 


Ym Ÿ(Xm); et, si l’on pose 
(11) =; ÿ() + y Ÿ(æ2) Hype dan) 


on aura 


n= = DIF (Ph 
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le signe D s'étendant à toutes les racines de l'équation (x). 


On voit par là que #, est une fonction symétrique el 
rationnelle des racines de l’équation (r), qui pourra, par 
conséquent, s'exprimer rationnellement en fonction des 
quantités connues. 

Cela posé, en prenant pour À les valeurs o, 1, 2, 3, ..…, 


(m—1), l'équation (11) donnera les suivantes : 


dla) + ÿlae) +... +dfm) = 
JY1Ÿ(x) + Ye Ÿ(æ) ose «+ YmŸ (Em) — d, 
(r2) ” ÿ(x) + y Ÿ(xe) NS Cr la = 2, 


DD (er) Ro (re) He IN (Em) ms 


\ 


dont les seconds membres peuvent être considérés 
comme connus. 

Pour avoir la valeur de Y{x,), ajoutons les équa- 
tions (12), après les avoir respectivement multiphiées par 
les indéterminées 


RIRE 
et faisons, pour abréger, 
(13) pr) =" AHRs y EH Riy + Ro 
on aura 


p(J1) Ya) qe pire) b(re) HR Tue P(Ym) Y(xm) 
= do Ro thai t..ebém-aRns hir-1s 
et, si l’on détermine les facteurs R;, R;, ... par les 
conditions 


p(ra) 0, (rs) 0, ..., p(Ym)—=0; 


on aura 
m2 lo R; æ ve l R; + ea Ém—s Rs pts En—1 


(14) (a) = p(r1) 


fh 
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Cherchons maintenant les valeurs de R,, R;, .... D’a- 
près notre hypothèse, l'équation 
p(r)=0 


doit avoir pour racines Yo; Vas +++ Vm3 MAIS CES ra- 
cines appartiennent aussi à l'équation (10), qui admet 
en outre la racine y, : on aura donc 


e(r)= PO PIN EE Dale Da AT + Pin 


ER 
= MIE p | y 2 + ps FPE He + Pmi 
Le |Wiybers pis + PmaTi 
(x 5) + “ nie mia ie 
+ PTT 
| +, 


Comparant les valeurs (y) données par les équa- 
tions (13) et (15), on trouve 
Rs — Pi + Ts 
Re Ds Paris 
D. RPM 
Rips nes Xe ITS 


RE PE LES À Es SEPT ne 4 UP 
On tire aussi de l’équation (15) 
pr) = my (m —1)pi rt + + 2pm-s V1 + Pm—t 
et en faisant, pour abréger, 


To = toPm—1 + 4 Pme Hess Eme Pa À Ont 
Ti = toPm-e + UPm-s Fes: À Emo 

LA CET rR r 

To = do Pi + Un 


La 17 — do 
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on aura celte valeur de d(x:1), 


LomyfT +(mex)pI PIE EPA RCE 


(17) Y(xi) 


La formule précédente n’est en défaut que si le déno- 
minateur du second membre est nul. Or, je dis qu’on 
peut toujours faire en sorte que cela ne soit pas. En 
effet, ce dénominateur est égal au produit 


(Y1 — Y) (Ya — 73). . (Yi — Ym) 

et, pour qu'il soit nul, il faut que l’un des facteurs le 
soit, que l’on ait, par exemple, 

Va UE 

Cela posé, prenons pour y, la fonction 
Vila —ti)(e —0x)(e — Pars)...(x — 0x), 
« étant indéterminé; l'équation y, = yx, ou 
(a — xi)(a — 0x1)... —=(ax—xy) (x — 0x3)... 

ne peut avoir lieu, quel que soit «, à moins d’être iden- 
tique; ce qui est impossible, puisque les quantités x, 
6xx, ... sont différentes de x,, 0x1, .... D'où il suit 
qu’en choisissant y,, comme il vient d’être dit, l’équa- 
tion (17) donnera pour Ÿ(x,) une valeur finie et déter- 
minée. 

Les coefficients AŸ, AY, … de l'équation (8) peuvent 
donc s'exprimer rationnellement par une même fonction 
y: dont la valeur dépend d’une équation du degré m; et 
si l’on remplace y, successivement par yo, 3, +, Yms 
on aura m équations du degré 7, dont les racines seront 
respectivement 

AYANT Ve te L UUTE 
LS TS 2 5 NOTE 


n—1 
Las Os oise LT 
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d’où il suit que l'équation proposée peut être décomposée 
en "2 équations chacune du degré n, dont les coefficients 
sont respectivement des fonctions rationnelles d’une 
même racine d’une équation du degré m. 

Cette dernière équation n’est pas en général résoluble 
algébriquement, quand son degré surpasse le quatrième ; 
mais l’équation (8) et les autres semblables le sont tou- 
jours, comme nous allons le démontrer, en supposant 
connus les coefficients Af, AP, .... Dans cette hypothèse, 
notre analyse ramène la résolution de l’équation proposée 
de degré y. — mn à celle de m équations de degré 7, qui 
ont cette propriété, que toutes les racines de chacune 
d'elles peuvent être représentées par 


PORO CNROR A in 6 Ta 


Résolution algébrique des équations dont toutes les 
racines peuvent étre représentées par x, 0x, 02x, …, 
8" 1x, 0x étant une fonction rationnelle de x et des 
quantités connues, telle que x = x. 


D92. Soit 
(1) flo 
une équation de degré y, dont les racines sont 
Qu x, 


?, LE or, ..., 


ÿx désignant une fonction rationnelle de x et des quan- 
tités connues, telle que l’on ait 


{2) 6x — >, 
et, par conséquent, 


(3) AB+E ve DK D, 


S. _— Alg. SUP. IL, 34 
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Désignons par & une racine quelconque de l’équation 
TFEITS 

et posons, avec Lagrange (n° 520), 

(4)  p(x) = (x + aûx + 0x +... + at 0 x)h; 


je dis que la fonction Y(x) est exprimable rationnelle- 
ment par les quantités connues de f(x) et de 8(x). 
En effet, remplaçons x par 0”x dans l’équation (4), 


on aura 


ÿ (8 x) — (0717 LL a0MHix + 20422 +... + at GERS 
et, en ayant égard aux équations (2) et (3), 


ÿ (97 ‘à — (02 AE a+ DH at x + ab—M+10 x LL... + at—i mer Le 
(aittr L'olemELp Ne au—10M—12 + Op +, + g—m—i ge—1 x) 


— (Rte + aôx + a 0x +...+ an! @m—1x)#, 
ou enfin, à cause de &*—1, 
ÿ(0"x) = ÿ(x). 


Donnant à mles valeurs successives 0, 1, 2, ..., 1, 


on a 


ÿx) = (0x) = Y(0zx) =...— ÿ(0#—1x), 
et, par conséquent, 


I 


Are [y(æ) + (0x) +... + (0 tx)]; 


d'où il suit que Ÿ(x) est une fonction rationnelle et 
symétrique de toutes les racines de l'équation (r); elle 
pourra donc être exprimée rationnellement par les coef- 
ficients de cette équation. 

Posons alors 


ÿ(æ) ETS 
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On aura 


Z + «0x + x 0x +... + ati ir — Ve, 
y étant une quantité connue. Et si l’on désigne par 


L, &j, Hg, vs y 
les L racines de l'équation 


APE, 
par 
Pos Pts Vos Vu 


les valeurs correspondantes de y, on aura 


DE Om Or... see Loire Vo, 
Ho Or Ha 0?z +,.,....+ ab! Qt x — Vo, 
15) x + u3 0x + a 0x +... + at 68—1x — Vo, 


RCE En CANON eo SR ES eus ere eue eher tee 0, 0 e Sister D se Lie à 


———— 


PR 0e latte ns APCE qe, fr 
He p—1 p—1 Loan | 


À 


1, à ao , » 1° ,’ , 
La quantité Vv, est immédiatement donnée par l’équa- 
tion (1); car, si l’on désigne par À le coefficient de x“ 
dans cette équation, on a 


be L 4 


En ajoutant les équations (5), et ayant égard aux pro- 
priétés connues des racines &, 1l vient 


NE UE ER CAT 
(6) Er AS MS 


et l’on aura généralement la valeur d’une racine quel- 
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conque 0x, en ajoutant les équations (5) respective- 
ment multipliées par 


—m nt —m — Mt 
1, On 9 La 9 La 9 LEE 4.19 


on trouve ainsi 


Le En M mV/. LES 
(Eten LA Her Vi apr Vos +. + eV 
d ST pe : 
l 


cette formule donnera les valeurs de 8 x, 02x, ..., 0815», 
en attribuant à rm» les valeurs 1, 2, 3, ..., (a —1). 


533. Dans l'équation (6) et dans toutes celles qu’on 
déduit de la formule (7), on doit considérer chaque 





radical Vo, Ve en Vo, comme ayant toujours la 
même valeur. S1 on laisse à ces radicaux toute leur gé- 
néralité, l'équation (7) ne diffère aucunement de l’équa- 
tion (6), et cette dernièrerenferme l'expression de toutes 
les racines. Il y a en outre ici une difficulté, car l’équa- 
tion (6) donne pour x une expression qui a p“* valeurs, 
tandis que l’équation (1) n’a que x racines. Mais nous 
avons déjà eu l’occasion d'indiquer comment on peut 
faire disparaître cette ambiguïté, et il est facile d'établir 
que, quand on a fixé la valeur de l’un des radicaux, les 
autres sont par cela même déterminés. 
En effet, désignons par « une racine primitive de 
l'équation 
GER, 

et posons 

Ris Mau, | Ms de vos DOTE 
on aura 

Vo, = x + or + a 0x +. + at Obin, 


Ve, = x + at 0x + a +... + att—t)rQila, 
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, , 1 PE ta pt L'YIRTN 
S1 l’on change x en 8x, Vo, se changera en ##"\+,, 
4 a ? À , 
ainsi qu on le reconnaît par le calcul effectué plus haut. 


. RE 3 
Pareillement Vs, sera, par le même changement de x en 
6®x, multiplié par a"; d’où 1l suit que le produit 


Ver (Va) 


sera multiplié par a“) — 1, c’est-à-dire qu’il n’éprou- 
vera aucun changement. Si donc on pose 


Ve, (Ve) = p(x), 
on aura 


pÜx) = ?(0x) = p(0x) =... p(8 x), 
et, par conséquent, 


- 
ÿ 


pla) = Cle) + 6(02) de g(0 ta 


o(x) est donc une fonction rationnelle et symétrique 
des racines de l'équation (1), et l’on pourra l’exprimer 
rationnellement par les quantités connues; en dési- . 
gnant par &, sa valeur, on aura 


le +0 a Le 
Ver ( ft — Ans 


ou 


Pet 


1 


, era : Ry— 
On pourra exprimer ainsi chacun des radicaux Vo 


Vs, ... en fonction rationnelle de Ve, , et l'équation 
(6) prendra la forme 


(8) =<|-4 + Vu + MAD (Va) +. + _— Ga |. 
1 
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Cette expression de x a précisément & valeurs, et elle 
représente bien les u racines de l'équation proposée. 
De ce qui précède on peut conclure cette proposition , 


Taéorème I. — Si les u racines d’une équation quel- 
conque peuvent étre représentées par 


Re lee RU dr 


ôx étant une fonction rationnelle telle que = x, l'é- 
quation est toujours soluble par radicaux. 


Et en rapprochant cet énoncé du théorème démontré 
au n° 31, on a cet autre théorème : 


Taéorkue Il. — $S: deux racines d’une équation irré- 
ductible de degré premier sont telles, que l’une puisse 
s'exprimer rationnellement en fonction de l’autre, l'é- 
quation est soluble par radicaux. 


Cas où les quantités connues sont réelles. 


534. Si tous les coefficients de f et de 8 sont réels, 
on a un théorème remarquable, que Gauss a étabh le 
premier à l’égard des équations dont dépend la division 
du cercle en parties égales. 

Nous avons posé précédemment 


= (æ + abrx ar +. + QI QU AUTE 


et nous avons établi que v, est une fonction symétrique 
des racines de l’équation f(x) = 0; par conséquent v, 
est exprimable rationnellement par les coefficients de f 
et de 0; et si ces quantités sont toutes réelles, +, ne 
contiendra d’autres imaginaires que celle de la racine «. 
En outre, v,_, se déduit de #, en remplaçant « par l’ex- 
pression conjuguée &“*; d’où il résulte que v, et p,_4 
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sont des quantités connues imaginaires et conJuguées. 
On pourra donc poser 


Vi — p(cosw UT sinw), 


(1) 


{ Der 
| Vu — P\COS © — ÿ—1 sinw). 
Nous avons aussi, en général, 


(Ve, RS Ven — Ans 


et, pour 2—=pu—1, 
(2) Vas Von = ape 


a,_ est exprimable rationnellement par les coefficients 
de f'et de 0: elle ne peut donc renfermer d’autres ima- 
ginaires que celle qui se trouve dans &. Mais il est évi- 
dent que 4, ; ne change pas si l’on remplace « par a“ 
qui est sa conjuguée; donc a, , est réelle. 

Des équations (r) et (2) on déduit 


2 — qu 
PARA 


et, en désignant par a la valeur numérique de a,_4, 


La première des équatuons (1) donne alors cette valeur 


de Ve, 
uy— ( © + 24T — Tr 
Eu CN RO EE Le CE Stan 1 
2 p 


où k désigne un nombre entier, et l’expression des ra- 
cines x, donnée par l'équation (8) du n° 533, prend 


a 
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cette forme très-remarquable : 


À à , À 
— À + Va (cos ST mt UT er <) 
F- 


a , / Re + 2 À 
(-EeNet) [cos 2 +2e at VE si eee Ê Er | 


4. 





F 


Re. te RL k£r EX ) » À 
(A + eV) Va] cos SES + sin À Gus ie) 


DE a + So V—:i) | cos Fe + V—rsin fat 


2 ie és TS SAS ID PR 0090688895. 0.... ee. l, 


où a, f, g, frs &1, -.. sont des fonctions rationnelles 
27 RE r 

de cos — et de sin —. 
le 


La formule précédente fera connaître les x racines de 
f(x)= 0, si l’on donne au nombre entier Æ les p va- 
leurs 0, 1, 2, 3, ...,m—1. De là résulte le théorème 
suivant : 


Tuéorème. — Pour résoudre l'équation proposée 
DL OL IDeS 

1° De diviser la circonférence entière du cercle en x 
parties égales; 2° de diviser ensuite un angle w qu'on 
peut construire en p parties égales; 3° d'extraire la 
racine carrée d'une seule quantité a. 


Remarque. — Les coefficients de f et de 0 étant tous 
réels, si une racine de f(x) —o est réelle, toutes les 
autres le sont aussi, puisque, si x désigne cette racine 
réelle, les autres racines sont 


2 Pr QRe 
OR NOE LR STRNCEMETS 


par conséquent, les racines de l’équation proposée sont 
toutes réelles, ou toutes imaginaires. 
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Première méthode particulière relative aux équations 
abéliennes dont le degré est un nombre composé. 


535. La méthode qui vient d’être exposée pour la ré- 
solution algébrique de l'équation abélienne de degré y, 


(1) Vale 


est applicable à tous les cas, que x soit premier ou non; 
mais, quand p est un nombre composé, on peut simpli- 
fier la solution en opérant comme nous allons l'indiquer. 

Soit y — mn. Les racines de l'équation (1) étant tou- 


jours 
24 
EC PR VOTES 


nous pourrons les partager en m groupes de la manière 
suivante : 


… LE AE ER ET g(n—1}m x, 


FC (has 3e girl 4 goe-tari 


.…. 


0. er erT ve .....e ee CO) Ko ea RS | 


gm—1 », Conet EN Des RER im EE 
ou, en posant 


TX, 0x —=X, PERS AMOR Dr 


et 
Lu de) 0, T, 


de la manière suivante : 


2 Ce 
M NO REIT VTT Des PYAUUE 1 


21% RE 
Can di es 0 aa a aies Da es das 


(2) 


ee, pre) he. CCE EE] .. Cat CC AC 


2 
Tmr D Ems 0j che 


n—1 
1 Ch Cure. 


LE] 1 


En appliquant donc à l’équation (1) la méthode exposée 
au n° 531, on pourra la décomposer en m# équations, 


pe «“ 2 
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chacune du degré 7, qui auront respectivement pour 
racines les racines des divers groupes (2), et dont les 
coefficients seront des fonctions rationnelles d’une 
même racine d’une équation 


(3) Y(r)=0 
de degré m. Soient 


Jar Jar os Ym 


les 7 racines de l’équation (3), et 


(4) p(z, Yi) = 0; p(æ, Ye) —0, Sax Y- Ée A 


les m équations qui ont respectivement pour racines les 
quantités du premier groupe (2), du deuxième, etc., du 
dernier. Je dis que, pour résoudre l’équation (1), il suffit 
de connaître une racine y de l’équation (3), et ensuite 
une racine x de l’équation 


 (S) p(x y)=0 


correspondante; car on aura, de cette manière, une pre- 
mière racine x de l’équation (1), et les autres seront 


CL D TPE SEUL TE 


L'équation proposée (1) étant résoluble algébrique- 
ment, l'équation (3) l’est aussi; car y désigne une fonc- 
tion rationnelle de x. Mais je dis en outre que l’équa- 
tion (3) jouit de la même propriété que l’équation (1), 
et que, par conséquent, on pourra lui appliquer la 
même méthode de résolution. 

En effet, les racines de l’équation (1), renfermées dans 
le premier des groupes (2), sont 


(6) ZX, 0m x, 62m», Re prime, 


et y désigne une fonction rationnelle et symétrique de 
ces racines, c'est-à-dire une fonction rationnelle de x. 
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Posons 
— Sr, GRO RO RE Lie), 
les m racines y, Y2, ..., Ym de l'équation (3) seront 
F(r), F(22), F2), oi, F(0m-12), 
et l’on aura 
F(0x) — $(0x, 00%æ, 00%x, ..., 00(—mx), 
Par conséquent, F(0x) et F(x) sont des fonctions 
rationnelles et symétriques des quantités (6), et l’on 
pourra exprimer rationnellement l’une par l’autre en 
appliquant la méthode des fonctions semblables rap- 


pelée au n° 531. 
Soit donc 


HIVER y: 

À étant une fonction rationnelle de Y; On aura 

F(92x) — 3 F(9 x) —Ÿy, 

F(6%x) — À F(02x) — Yy, 

A Er, MIT 

F(0m—127) — 1 F(9"—2x) — "1 y, 

et l’on voit que les m racines de l’équation (3) pourront 
être représentées par 

CLS LR MODO E 
À désignant une fonction rationnelle telle que 

MN ps 
Quand l’équation (3) sera résolue, y sera connue, et 

l’on pourra appliquer à l'équation (5) la méthode pré- 
cédemment exposée, puisque ses z racines peuvent être 
représentées par 


TNT, CCS IE ARTE. 


On peut donc énoncer cette proposition : 


Si — mn, la résolution de l'équation (1) est ra- 


49} PAU +7 | 2 
‘ dit 
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menée à celle de deux équations des degrés m et n 
respectivement, et qui ont la méme propriété que la 
proposée. 

Si z est lui-même un nombre composé M4 3, ON ra- 
mènera, de la même manière, la résolution de l’équa- 
tion (5) à celle d’une équation en z 


(7) (3 x) = 0 
de degré m,, et à celle d’une équation en x de degré », 
(8) pi (æ, x À z) = "0. 


Dans l'équation (7), y fait partie des quantités con- 
nues, et dans l’équation (8) il en est de même de y et 
de z, et, généralement, on a ce théorème : 


TréorëmMe. — Si pu — m, m2 ... m,, la résolution de 
l'équation (1) peut être ramenée à celle de n équations 
des degrés 


mi, Mas e"e1#" 4 My) 


respectivement, et il suffit méme de connaître une ra- 
cine de chacune de ces équations, lesquelles ont toutes 
la même propriété que l'équation proposée. 

Corozzaire I. — Si, en décomposant p en facteurs 
premiers, on a 


meer... eu, 
la résolution de l'équation proposée de degré y se ra- 
mènera à celle de p, équations du degré &,, de p2: équa- 
tions du degré &», ..., de p, équations du degré 2. 
. Cororzaire Il. — Toute équation de degré 2P, dont 
les racines peuvent étre représentées par 


æ, 0x, 0x, ..., 0%—1, 


peut étre résolue à l’aide de p extractions de racines 
carrees. 
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936. ExemPLe. — Supposons w — 30, les racines de 
l'équation 
(x) J (x) 10 
seront 
D 0 TAPER 0 


Comme 30 — 2 15, on prendra pour y une fonction 
rationnelle et symétrique des quinze racines 


M0. TANT RO" D: 


L ? 


y dépendra d’une équation du deuxième degré 
(2) J°+Ar +B—o, 
dont les coefficients seront exprimables rationnellement 
par ceux de la proposée; on pourrait former ensuite 
l'équation du quinzième degré ayant pour racines x, 
O2zx, ..., 028x, mais 1l est inutile de faire ce calcul : 
représentons, comme précédemment, par 

?(æ 7) = 0 


cette équation, où y est une quantité connue. Comme 
15—3%X)9, on prendra pour z une fonction rationnelle 
et symétrique des cinq racines 


PA PMO ET OEIL: 
Z dépendra d’une équation du troisième degré 
(3) 2 + Cz°+ Dz +E —o, 
dont les coefficients seront des fonctions rationnelles 
de y et des autres quantités connues; enfin on formera 
l'équation 
(4) 2S + Ert + Gaë + Ha? + Kzr + L= o, 
qui a pour racines 


12 18 
ma 08 x MOT NO D'LEALSE 
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et dont les coefficients seront des fonctions rationnelles 
de y et de z. Ainsi, pour résoudre l’équation (1), 1l suffira 
de déterminer une racine de l’équation (2), puis une 
racine de l’équation (3), puis enfin une racine de l’équa- 


tion (4). 


Deuxième méthode. 


9937. Revenons au cas général, et supposons 
E. — MA Mo e Muse 


Désignons par 3, n°, ..…, n, les quotients respectifs deg 
Par M4, Mo, ..., Myy ON AUrA 


= Ml = Mlle = Mallg er — Myflwe 


, 9 « ’ A] 
Cela posé, on peut, d’après ce qui précède, ramener la 
résolution de l’équation 


SAC AE=A" 
à celle de deux équations, des © manières suivames : 


p1(Z, Ya) — 0 ayant pour racines x, 0"4x, Or 
QC +, et dont les coefficients sont des fonctions 


(1) 


rationnelles d’une racine y, d’une équation #, (71) = 0 
de degré m:; 


gta), 2%, et dont les coefficients sont des fonctions 


| pa(X, Ye) — 0 ayant pour racines x, 07:1x, 027:2, 
2. . , . , , . 
P) rationnelles d’une racine y, d’une équation Ÿ, (72) = 0 
de degré m,; 


5 0.0 0 0 © © à © «9 + © © 6 0 Ds © 0 » 6 © D 5 es 016 8 0 5,00 1 0 OUEN SE 
” 


Pu(X> Yo) — 0 ayant pour racines x, Or, Our, ,.., 
Our, et dont les coefficients sont des fonc- 
& S j: 21e 
(e) | tions rationnelles d’une racine y, d'une équation 
Yu(Yu) = 0 de degré ms. 


— D ee 


à cer A Ce 
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Supposons maintenant que 724, M2, ...,M,S0Ïent premiers 
entre eux, les équations 


fr 1), pr, Ja) 0, oo, (x, Ju) = 0 


n'auront que la seule racine x commune; donc on pourra 
exprimer x rationnellement par les coefficients de ces 
équations, et, par conséquent, en fonction rationnelle 
de Y4, Vas ++, Yu Ces dernières quantités étant con- 
nues, on aura ainsi l’une des racines de l’équation (1), 
et l’on en conclura ensuite toutes les autres 

La résolution de l’équation (r) est donc ramenée à la 
recherche d’une racine de chacune des équations 


ÿi(Y1) = 0, HP EARETS 9 al Falr0; 


qui sont respectivement des degrés m1, m2, ..., m,. En 
outre, ces équations ont la même propriété que la pro- 
posée, ainsi que nous l’avons établi précédemment; on 
pourra donc leur appliquer la même méthode. Si l’on 
veut que ces équations soient le moins élevées possible, 
et si, en décomposant x en facteurs premiers, on a 


Po 


AS eh 


LES: ME 
il faudra prendre 


Po. 


br Nr ik ere 
My £,.s ME, ; è.., My —E, 


Quant à la résolution de chacune des équations 


ÿ(r)= 0 


de degré e?, elle se ramène à celle de P équations de 
degré €, ainsi que nous l'avons démontré, 


2 
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Des équations irréductibles dont deux racines x et x! 


ax + b à 
7 r> Ou 


sont liees par la relation lineaire x' = ——— 
a x + b 


a, b, a, b' sont des constantes donnees. 


538. Soit 
(a) flz) — O 


une équation irréductible, et supposons qu’entre deux 
racines x et x’ on ait la relation 


ar + db 
(2) EE —— — 0x, 
ax + b 
où a, b, a, L'sont des constantes données. Les quan- 


tités comprises dans la série indéfinie 
CN EN LEA LE UE” 


doivent être racines de l’équation (1), et nous savons que 
l’une des fonctions 0x, 0x, ... est égale à x. Suppo- 
sons 


(3) Or — 2%, 


Cette équation aura lieu identiquement, si l’on suppose 
que a, b, a/, b’ soient commensurables, ou, du moins, 
que ce soient des fonctions rationnelles des quantités 
regardées comme connues, et dont dépendent rationnel- 
lement les coefficients de l'équation proposée. Par con- 
séquent, on aura ces formules obtenues au n° 463 


D 
b'— — (a — 2 COS =), 
ee 


(4) in 


A DO LENS ET 
b—— LR LOTS En 


1 
«a 


où À désigne un nombre entier premier avec y. 


SECTION V. — CHAPITRE III. 549 


Dans le cas de u — 2, la condition (3) exige seule- 
ment que l’on ait 


a + b' = (8 
on peut d’ailleurs supposer dans ce cas 


ab'— ba'— Ex, 
et alors on a 
b'= — a, 


(5) 5 — — Ex 





L] 
/ 


«a 


Le degré de l’équation (1) étant désigné par 7p et les 
n 14 racines étant représentées par 


2: 0%, DR ARR TOP te 
AIO Er à FERA HAL EETITÉ 
Mas 00 Des ire, a UNE Eu) 
NU nie tee ue TRIO APE: 
En) On, Prns, .,., Or, à, 


si l’on pose 

(6) AE nel ne re 6 NOR à 
y dépendra d’une équation 

(7) F(y) = 0 


de degré n, et dont les coefficients seront des fonctions 
rationnelles des quantités connues de l'équation (1) et de 
la fonction 0. L’équation (7) peut n’être pas résoluble 
algébriquement, mais les quantités 


LI OUE DR OP D IC Nr DIRE 
dépendent d’une équation de degré y dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles de y, et qui est, comme 


nous savons, résoluble. Dans le cas qui nous occupe, cette 
S. — Alg. sup., IL 35 
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dernière équation n’est autre que l’équation (6), et l’on 
voit, en conséquence, que l’équation proposée (1) doit 
résulter de l'élimination de y entre les deux équations (6) 
et (7); la seconde équation peut être considérée comme 
ayant pour premier membre un polynôme irréductible 
quelconque de degré n. 

En d’autres termes, les équations que nous étudions 
peuvent être obtenues en multipliant un certain nombre 
d'équations de la forme 


z+0r+Pxr+.. + ir y —o, 
x+0x+Pr+... + lix y, = o, 
x + 0x +x +... + Or — y, —=o, 
...... 0 ss... 


x+0x+@x+.. + Or — y, _,= 0, 


OÙ Ÿ, Vis Vos +) Yn_1 désignent les 7 racines d’une 
équation irréductible dont les coefficients sont des quan- 
tités entièrement arbitraires. 

IL est évident qu’à l'équation (6) on peut substituer la 


suivante : 
CEE D dE ep her 


Des équations irréductibles à coefficients numériques 
dont plusieurs racines se développent en des fractions 
continues terminées par les mémes quotients. 


539. Nous avons fait connaître au n° 26 la forme des 
équations du deuxième degré dont les racines se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mêmes quotients, et nous avons résolu ensuite (n° 5192) la 
même question à l'égard des équations du troisième 
degré. Les considérations que nous avons développées 
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récédemment nous permettent de résoudre le problème 
P P 
plus général dont voici l'énoncé : 


Quelles sont les équations irréductibles jouissant de 
la propriété que si l’on développe leurs racines réelles 
en fractions continues, par la méthode de Lagrange, 
deux ou plusieurs de ces fractions continues soient ter- 
minces par les mémes quotients ? 


Pour que deux racines x’ et x d’une équation se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mêmes quotients, il faut et il suffit (n° 16) que l’on ait 

; ax + b 
(I AE à 
a! x + b' d 
a, b, a!, b'étant des entiers positifs ou négatifs liés par 


la relation 
ab'— ba = 1; 


en outre, pour que x et 0x puissent représenter deux ra- 
cines d’une équation irréductible, 1l faut qu’on puisse 
assigner un nombre entier , tel qu’on ait identiquement 


LA rem 
si u est >> 2, cela exige, comme nous l'avons vu, qu’on 


Àr 
Dee LA 2,008 +] 3 


(22 


i 


ait 


Àr 
ad —2ac0S — HI 
b— — PRATTEUEE 


! 


a 


se 


À étant un nombre entier premier avec p, et, dans le cas 


deu—2,ona 
b= — a, 
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Or, puisque a, b, a, b' sont des nombres entiers, 


NT LEUR : , 3 
2 cos — doit être un nombre entier, ce qui ne peut arriver 
LL 


| 
que si u est égal à 3, le cas de p— 2 étant réservé. On 
voit par là que la propriété que nous étudions ne peut se 
rencontrer que chez les équations irréductibles dont le 
degré a la forme 27 ou la forme 3%. Nous examinerons 
successivement ces deux classes d'équations. 


Si l’on suppose == 2, on a 





et 
frere 


a désigne un nombre entier quelconque, ei 4’ un diviseur 
de a? +1. Si l’on prend pour F{7) un polynôme irré- 
ductible quelconque de degré n, et qu’on élimine y entre 
les deux équations 


DPAURESNR, F(y) 0, 


ou 
ay a 1 
PE 


a 


19 


on aura la forme générale des équations de degré 2» jouis- 
sant de cette propriété, que les 27 racines se partageront 
en n groupes tels que, dans chaque groupe de deux ra- 
cines réelles, les fractions continues qui représentent ces 
racines seront terminées par les mêmes quotients. 

Cette proposition peut être énoncée d’une autre ma- 
nière : 

Soient a un nombre entier quelconque, & un diviseur 
quelconque de a+ 1, y une quantité reelle quelconque 
commensurable ou incommensurable; les deux racines 
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de l'équation 
; AP Qui HT 
Le me Lan 8 À sm merrer 4 À 
«a a 
se développeront en des fractions continues terminées 
par les mêmes quotients, ce qui s’accorde avec le résultat 
obtenu au n° 26. 


Supposons maintenant —3 ; on aura, en faisant À — 2 
(le cas de À = 1 est identique à celui de À— 2, on passe 
de l’un à l’autre en changeant les signes de a et de a’), 











d+a+i 
ax — rer 
a 
0x — FEI —— À) 
ax—|a+i1 
| d+a+i 
(a+ 1) — AR 
: a 
CRETE D Mr ’ 
a æ —.a 
x = x: 


a est un nombre entier quelconque, et a’ un diviseur de 
a? + a+1. Quelle que soit l’irrationnelle x, les frac- 
tions continues dans lesquelles se développent 


FRE MAUR 


se termineront par les mêmes quotients. Si donc F{(7) 
désigne un polynôme irréductible quelconque de degré n, 
et qu'on élimine y entre les équations 


x +0x + x = 7, F(r) 0: 











ou 
: (2a+i)r  3(a+a+i) 
LS — VX? + É PAL Er STE Fa 
ala+i)y (2a+i)(e+a+i) we 
AI pr er DT Tes 


F(r) — 9; 
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on obtiendra l’expression générale des équations de de- 
gré 3n qui jouissent de la propriété, que les 37 racines 
se partageront en » groupes tels que, dans chaque groupe 
de trois racines réelles, les fractions continues dans les- 
quelles se développent ces racines seront terminées par 
les mêmes quotients. 

On voit, en particulier, que les équations du troisième 
degré qui ont cette propriété sont comprises dans la 
forme générale suivante : 





2 
Ra lue [sur __ à(a ie 
a «a 
afa+i)y (2a+i)(@+a+i)] 
TL Ter A ET MER 


où a désigne un entier quelconque, a’ un diviseur quel- 
conque de a+ a+1, et y une quantité quelconque, 
commensurable ou incommensurable, Ce résultat s’ac- 
corde avec celui que nous avons obtenu au n° 512. 


940. Les équations du troisième degré qui proviennent 
de la division du cercle en sept ou en neuf parties égales, 
celle du quatrième degré qui provient de la division en 
quinze parties égales, jouissent de la propriété remar- 
quable qu’on vient d’étudier. 

La division du cercle en sept parties égales conduit à 
l'équation 

DH — 2% —1—0, 
et si l’on représente par x la racine positive par — x, 
et — x les deux racines négatives, on a 





I 
9 La IE, 


Li — 
I+r GE 


la racine x est comprise entre 1 et 2; on aura, par con- 
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séquent, des résultats de cette forme : 


TL —=I-- 





ie 


A+ —— 
+ 








La division du cercle en neuf parties égales conduit à 
l'équation 


L — 3r +I= oO. 


S1 l’on désigne par —x la racine négative, laquelle est 


comprise entre — 1 et —2, par x, et 2 les deux racines 
positives, on a 


I Ï 
Li — so Le + —3 
I1+ x d 4 





ce qui conduit aux mêmes résultats que le cas précédent. 
Enfin, l’équation du quatrième degré dont dépend la 
division du cercle en quinze parties égales est 


Dh — 2 — hr? + fx +1—=o. 


Si x et x, désignent les deux racines positives, — x’ et 
— x', les deux négatives, on a 








x'+2 I 
Ce M pee eet À 

Æ +1 I+x 

‘ ? 

Tre2 I 
L= - = Na AT ER TUE 

Pr mo ITZ, 


Des deux quantités x’ et x° l’une est comprise entre o 
et 1, l’autre entre 1 et 2; on aura donc des résultats de 
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cette forme 





2 + 
I 


Fe * Fat 


L'équation que nous considérons résulte de l'élimination 
de y entre 
TX — 9. 


LT + — — Le — {== 0, 
PANLE Le À OR Æ 4 


Des équations dont toutes les racines sont exprimables 
rationnellement par l’une d’entre elles. 


941. Nous avons étudié précédemment un cas étendu 
des équations dont les racines sont toutes exprimables 
rationnellement par l’une d’entre elles; savoir le cas où, 


l'équation proposée étant du degré u, les racines peuvent 
être représentées par 


TIN0 ZI TN VERT 


alors ces racines sont exprimables par des radicaux. 
Il existe un autre cas de résolubilité; Abel a effective- 
ment démontré le théorème suivant : 


Taéorkme. — Soit y(x)— 0 une équation algébrique 
quelconque, dont toutes les racines peuvent étre expri- 
mées rationnellement par l’une d’entre elles que nous 
désignerons par x. Soient 0x et 0,x deux autres racines 
quelconques; l'équation proposée sera résoluble alge- 
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briquement sil'on a 
00, D —— O, 0x, 


En effet, si l'équation proposée 


(1) | x(æ)— 0 
n’est pas irréductible, soit 
(2) AL 20 


l'équation irréductible de degré x dont dépend la ra- 
cine x, le polynôme f(x) sera un diviseur rationnel 
de y(x). 

Soit 0x une racine de l'équation (2), autre que æ; les 
racines de cette équation pourront être représentées par 


2 R— 
ea POMNOMONIST MROPTIÉE, 
Li UC 0%, RE 
—1 
EE m—1 0 Æ m—1» … on Ty —1 9 
on aura 
| = mn, 


et, si l’on représente par 
(3) æt+ Aa AG) pn2 +, , AUD x + AM Oo 
l'équation qui a pour racines 

THAT MU TR I L AUTR TS, 


les coefficients A(t), A2), ..., A sont, comme on l’a 
vu, exprimables rationnellement en fonction d’une quan- 
üté y qui dépend d’une équation de degré m, 


(4) Y + PGO) mi PO) y +, , FPE DO) 0, 


dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des 
quantités connues. 
Cette équation (4) est irréductible, car si le contraire 
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avait lieu, y serait racine d’une équation irréductible 


(5) 70) = 0) 
d'un degré m/' inférieur à m, et l'élimination de y entre 
les équations (3) et (5) conduirait à une équation 
ÿ(x) 0: 

de degré m'n <<; ce qui est impossible, car l’équa- 
tion (2) du degré y est, par hypothèse, irréductible. 

Cela posé, la résolution de l’équation (2) est ramenée 
à celle des équations (3) et (4); nous savons que l’équa- 
tion (3) est résoluble, et nous allons démontrer que l’équa- 
tion (4) possède la même propriété que l’équation (2). 

La quantité y est une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconque des racines x, 0x, ..., 0r-1x, et si 
l’on désigne par 

Jr Vis Vos ces m1 


les m racines de l’équation (4), on pourra poser 


Vs F(x, SÉRAULE APR NE 
Ji Æ (x, OT, Dé, .., CRÉENT UE 
Re: be 
Ÿm—1 — ST CE RE PORC ONCLE 0" la 


$ désignant une fonction symétrique et rationnelle. D’ail- 
leurs Zi, Lo, +.., Xm_1 SONt, par hypothèse, des fonc- 
tions rationnelles de la racine x; si donc on fait 


Mile dx, Va d,x, os Tm1 — Om1 
on aura, pour les valeurs 1, 2, ..., m—1 de l'indice 2, 
y = É(Gix, 60:x, 6°6;r, ..., 0" 106;x). 


Enfin, d’après l'énoncé du théorème, les fonctions U et 6; 
sont telles, que l’on a 


00,x = 0;,0x; 
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_ilen résulte 


OM0;r—'0/-10,0x — 0/-10,02x —,...— 0;,01x, 





et, en conséquence, on peut écrire, 
RUE M CENT CL NPA REC Ter) à 


ce qui montre que y; est une fonction rationnelle et symé- 
trique des racines 


DE OT RCI CAPI AUTRE, 


On peut conclure de là (n° 531) que ÿ41, as ce, Ym- 
sont exprimables en fonction rationnelle de y. 
Soient maintenant Ày et À,y deux racines quelconques 
de l'équation (4) autres que y, on pourra poser 
ME (2), 
(6) WE (dir), 
UY = F(8;x), 


et il en résultera 


Or, x étant racine d’une équation irréductible, les équa- 
tions précédentes subsisteront si l’on remplace x par 0;x 
dans la première, et par 8;x dans la seconde; on aura 
donc 
À F(0;x) —F(0,6;x), 
MF(0zx)—F(8;6;x), 
d’où 
1F(0;x) Le MF(0;x), 
puisque 0;0;x — 0;0;x. Les équations (6) permettent de 
donner à la formule précédente la forme 


AU = LÀ 


d’où il suit que l'équation (4) a bien la même propriété 
que l'équation (1). 
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On pourra done, en continuant d’appliquer le même 
procédé, ramener la résolution de l'équation proposée à 
celle de plusieurs équations qui seront toutes résolubles 
algébriquement, et dont les degrés auront pour produit 
le degré y de l'équation (2). 

CorozzarRE. — Si l'équation f(x)=—0 a la propriété 
contenue dans l'énoncé du théorème precedent, et que, 
son degré p étant décomposé en facteurs premicrs, on 
ait | 


PAPIER Pe 
PEE En ..€, 9 


la résolution de f(x)— o peut être ramenée à celle 
de p, équations du degré 1, de p2 équations du degré 
€, ..., de p, équations du degré e,, et toutes ces équa- 


tions, dont les coefficientssont rationnels, sont résolubles 
algebriquement. 


Resolution algébrique des équations binômes. 


942. L'équation binôme 
(1) z — A=o 
se réduit à 
(2) TELE 0, 


si l’on pose z — æ' VA, etnousavons vu dansle Chapitre V 
de la Section I que la recherche des racines de l’équa- 
tion (2), dans le cas où m est un nombre composé, se ra- 
mène à la résolution d'équations binômes de degrés pre- 
miers. 

Supposons donc que l’exposant m soit un nombre pre- 
mier ; l'équation (2) admet la racine 1, et, en supprimant 
cette racine, on obtient l’équation 


(3) DA D gi LE DS LL LLT+HIZ=O, 


dr 
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qui est irréductible, ainsi que nous l'avons établi au 
n° 110. 

L’équation (3) appartient à la classe des équations que 
nous avons nommées abéliennes, et ses racines peuvent, 
en conséquence, s'exprimer par des fonctions algébriques 
dans lesquelles les radicaux ont pour indices les facteurs 
premiers de m—1. Effectivement, si r est une racine 
de l’équation (3), cette équation aura pour racines 


A pe MTS Te 


on a d’ailleurs 


afin de 


et, si l’on désigne par a une racine primitive pour le 
nombre premier m, les puissances 


7 VA a!, a?, 1 uns a!2 


seront respectivement congrues, suivant le module m, et 
abstraction faite de l’ordre, aux nombres 


14,209 VOA -RE;: 


donc les racines de l'équation (3) peuvent être repré- 
sentées par 


5 


(4) r, ra, ra TEEN arr 


en sorte que chacune d'elles s'obtient en élevant la précé- 
dente à la puissance a; et la même chose a lieu encore, à 


cause de 
a®—1=1 (mod. m), 


si l'on range en cercle ces m racines et que l’on considère 
successivement chacune d'elles comme étant la première. 

D'après cela, si x désigne l’une quelconque des ra- 
cines (4), et que l’on fasse 


MR QE 


558 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
les m— 1 racines dont il s’agit seront représentées par 


LU0%, 0 Te SU RE 
et l’on aura 
QT pEr 

C'est sur cette propriété que Gauss a fondé sa méthode 
pour la résolution de l'équation (3), méthode qu’Abel a 
généralisée ensuite comme nous l’avons expliqué. 

On peut appliquer à l’équation (2) la méthode du 
n° 532, et l’on a ainsi l'expression des racines, savoir : 


— A 0 Vent CVS ROME 
AT VENTE SRNRS TRS CS 


KO A1 


dans laquelle #,, vs, ..., Vn_a ne contiennent d’autres 
irrationnelles que les racines de l'équation 


aN-1 = 7, 


Mais, comme m—1 est unnombre composé, onobtiendra 
une solution plus simple en faisant usage des méthodes 
exposées aux n°% 539 et 537. 

Enfin, comme l’équation (3) appartient à la classe des 
équations réciproques, on peut commencer par lui ap- 


pliquer la méthode d’abaissement qui se rapporte à ces 


l é ; , k MER 
équations ; on obtient alors une équation du degré 





dont toutes les racines sont réelles et qui conserve le 
caractère d’équation abélienne : c’est ce que nous allons 
développer présentement. 


Resolution algébrique des équations dont dépend la 
division de la circonférence du cercle en un nombre 
premier de parties égales. 


543. Le problème de la division du cercle en un 
nombre m quelconque de parties égales se ramène à la 
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résolution de l'équation binôme 
(1) | 32" —1—=0; 
car, si l’on fait 


ni — À, 


m 


on obtiendra les m racines de l’équation précédente, en 
donnant à k les m valeurs 


O, T3 12, 95 se. (M1) 
dans la formule 

z = cos ka + W/—1 sin#a; 
on connaîtra donc coska et sinka lorsque l’équation 
binôme (1) sera résolue algébriquement. 


Si m est un nombre impair 24 +1, il vient, en di- 
visant l'équation (1) par z—1, et en posant ensuite 


I 
AS —X, 
Z 


ha au — 1) —(p — 2)at 


(2) (u — 2)(u —3) 


sa ai + (u — 3) (u—4) ati, 


1,2 1,2 


.— 0. 


C’est de cette équation (2) que dépend directement la 
division du cercle en 24 +1 parties égales. Ses u racines 
sont représentées par la formule 


2ÀT 
2U+I 





Di DICO — 2 COS/Q, 


dans laquelle on doit donner à Æ les p valeurs 
LR RO AU 


ou des valeurs qui ne diffèrent de celles-là que par des 
multiples de 24 +1. 


560 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Nous venons de rappeler que, si »m ou 2u + 1 est un 
nombre composé, la résolution de l’équation (x) se ra- 
mène à la résolution d’autres équations de lamême forme, 
et qui ont pour degrés respectifs les nombres premiers 
ou les puissances de nombres premiers qui divisent mn. 
Dès lors, la même chose peut se dire de l’équation (2), 
et l’on peut se borner à considérer le cas où m= 2u +1 
est un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Lorsque m est premier, la division de la circon- 
férence en mn parties égales exige seulement la résolution 
de plusieurs équations qui ont respectivement pour de- 
grés les facteurs premiers égaux ou inégaux dans lesquels 
se décompose le nombre m—1. Mais, lorsque m est une 
puissance p£ d’un nombre premier p, la division de la cir- 
conférence en m parties égales exige d’abord la division 
en p parties égales, et, en outre, la résolution de :—1 
équations de degré p. Chacune de ces i — 1 équations de 
degré p est résoluble algébriquement; cela résulte soit 
de la formule de Moivre, soit des considérations déve- 
loppées dans la Section I. 

Il faut d’ailleurs remarquer que, quel que soit y, 
l'équation (2) appartient à la classe des équations dont 
nous nous sommes occupés au n° 541. Car si l’on fait 


T'—= 2 COS4, L'0T 2 COSIG, AIT CROIRE 
on a évidemment 
G0c m0, 02 M/C08 Je: 


044. Supposons 2u + 1 premier, et soit 2 une racine 
primitive pour ce nombre premier; je dis que les w ra- 
cines de l’équation (2) seront 


(3) 2 COSA, 2COSN4, 2 COSR?4, ..., 2 COS 1. 


Il est évident que chacune de ces 4 quantités satisfait à 
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l’équation (2); il suffit donc de démontrer qu’elles sont 
toutes distinctes. Supposons, s’il est possible, que deux 
de ces quantités soient égales, et que l’on ait 


,2çCos2Pa— 2cosnTa, 


p et q étant <[u; On aura 


HP OEONIESUIUNT, 


QE à ù AT 
À désignant un nombre entier. Mais a — -——;, donc 


2m HI 
nt(nP—1Æ 1) 








au + 
est un nombre entier; d’ailleurs 2u + 1 est un nombre 
premier, et z est inférieur à 24 +1; 1l s'ensuit que 
2 u + 1 divise l’un des deux nombres 2P79+ 1 ou nP-1—:; 


par conséquent il divise le produit 


n°24 — 1 


de ces deux nombres; or cela est impossible, car 2p— 2q 
est <'2y, et n désigne une racine primitive de 2u +1. 
Donc les quantités (3) sont bien toutes les racines de 
l'équation (2). 

Si maintenant on fait 


T—2C0Sa,, 0x —2cosna, 


on aura 

Prx—2cosr" a) Pr—ocosnta, .,,, 0 1x —2cosnt ta, 

et les racines de l'équation (2) seront représentées par 
LACHINE OC QE TER: 


on a, en outre, xx; car, 7 étant une racine primitive 
de 2u+1, on a n*—=—1 mod. 2u+1); enfin 0x est 
une fonction rationnelle de x, car cos za est exprimable 


5 — Alg. sup., WU, 25 
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rationnellement en fonction de cosa. On voit donc que 
l'équation (2) est comprise dans la classe des équations 
abéliennes, et l’on pourra la résoudre par les méthodes 
que nous avons exposées. 

Ici la fonction rationnelle 6x a pour valeur (n° 109) 


nin— 3) Re (a — 4) (nr —5) 


Or=rt nr? 1 INTRA PERS 
A) 1270 


En appliquant à l'équation (2) les théorèmes des n°°534 
et 599, on obtient les énoncés suivants : 


19 Siu— mimr...m,, on peut diviser la circonfé- 
rence entière du cercle en 2u.+1 parties égales à l'aide 
dew équations des degrésm,, m2, ..…., m, respectivement. 
Si les nombres mA, m2, ..., m, sont premiers entre eux, 
les coefficients de ces équations seront des nombres ra- 
tionnels. 

29 Siu—2", on pourra diviser la circonférence du 
cercle en 2u+1 parties égales, à l’aide de w racines 
carrées. En d’autres termes, si 2. +1 est un nombre 
premier, el pu = 2°, on pourra diviser la circonférence 
du cercle en 2u + 1 parties égales, avec la règle et le 
compas. 

3° Pour diviser la circonférence du cercle en 2u + 1 
parties égales, il suffit de diviser la circonférence en- 
tière en 2 pu parlies égales, de diviser un arc, qu'on peut 
construire ensuite en 24 parties égales, et d'extraire 
la racine carrée d'une seule quantité. 


545. Le dernier théorème est dû à Gauss. Cet illustre 
géomètre a prouvé, en outre, que la quantité dont il faut 
extraire la racine carrée est simplement le nombre entier 
2u +1. Voici comment Abel le démontre. 

Cette quantité, que nous désignerons par p, est(n° 534) 
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la valeur numérique du produit 
(x+adx + @ 022 +... + at 081 x) (mat t0x+at202r+.. +abt-ix), 


(\ 


où 
TT room Ve: NT 
XX = COS —— + — I SIN — 
L 
On a donc 


Ep —4(cosa + «cosna + «cos nr? a +..,.+ ail cos n#1 a) 


X (cosa + a#—1 cos na + a —?cosn?a +...+ xcosnk—t a). 


En développant ce produit, on obtient un résultat de la 
forme 
Æp=tb+he tin +... + bat, 


et l’on trouve facilement 


tn = 4(cosa cos" a+ cosna cosn”"+la +... + cosn#—i—"a cosn#-1a) 


+4 (cosnt—" a cosa+ cost "#1 a cosna+...+cosnt—1acos r"—t a), 


Au moyen de la formule 


1 1 
cosn? a cosn"+Pa = — cos(n""+Pa + na) + — cos(r"+Pa — na), 
2 2 


on donnera à t» la forme 


1 cos(r"+1)a+cos(r"+1)na+cos (n"+ 1)n?2a+... 
En —=2 +-cos (rm + " ] ni a 
cos(r"—1)a+cos(r"—1)rat+cos(r"— 1) ra +... 
2 7 
| +cos(n"—1)nt-ta 


ou, en faisant (2”+i)a= a, (n®—;1)a = a/, 


ty —2cosa + 02 cosa! + D cosa! +...+ 08-19 cosa’ 


+ 2 cose” + 02 cosa” + P2cosa” +..,+ 98-19 cos a”, 
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Cela posé, supposons d’abord que 7» ne soit pas nul, 
2cosa et 2cosa/” sont des racines de l'équation (2 ); 


donc 
2cosa — x et 2cosa”— 6x, 


et l’on a, en conséquence, 


bn = (Pix + ir +, + Or + x + 0m +... +0 1x) 
+ (Ga + Din He, + Ole + x + 0m +. + 6x), 


ou 
tn = 2(x+ 0x ++... + 0x); 


d’où il résulte que t,, est double de la somme des racines 
de l'équation (2), laquelle est égale à — 1; on a donc 


ln — 10%; 
Supposons maintenant m = 0, On aura 
t—=2(co$24a + cos2na + cos2r?a +...+cos2n" la) + op. 
Or 2 cos2a est racine de l'équation (2); donc, en faisant 


2cos2a = Îx, 


on aura 
to = (x + + +. Hit r+ 0x + +0 1x) op, 


et, par conséquent, 
do RE 2f4 FER Le 


D'après cela, la valeur de Æ p sera 
CR at ee 0 (RER A ES ..—+ ai), 


D'ailleurs 
a+ a+, Hal — 7, 
donc 
Lo 24 +1. 


Ce qu'il fallait démontrer. 
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Division de la circonférence en dix-sept parties égales. 


946. Si l'on fait 2u+1—17 où pm —8, l'équation (2) 
du numéro précédent devient 


(a) a+ at — 7x6 — Gr$ +16xt— 102 —102 — {x +10, 


et ses racines, comprises dans la formule 





247 
TX — 2 COS D 
14) 
peuvent être représentées par 
(2) A PR RE NES Pet OU LE CLÉ 


La plus petite racine primitive de 17 est 3 (n° 316), 
et les résidus par rapport à 17 des puissances 
de as 192 3%; a 1 39, 3? 


sont. 
1, 0 PIO0 2107, MO, Lis 


si donc on pose, pour abréger, 


27 
A — 39 
17 
les quantités ! 2) seront 
2 COS, 2C0834, 2CO0S94,  2COSI04, 


2COS134, 2C0S4, 2COSID4, 2COSI14; 
ou, à cause de cos(17 —m)a — cosma, 


2C0S4, 2C0S34, 200884, 200874, 


2cos{a, 2cos5a, 2cos24, 2cos6a. 


Pour appliquer la méthode générale, 1l faut commencer 
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par calculer une fonction rationnelle et symétrique y des 
quantités 
2 C0S4, 2C0$84, 2C0S44, 2C0524, 
Posons donc 


Y = 2 C084a + 2 C088a + 2 coS4 a + 2 c082a; 


y dépendra d'une équation du deuxième degré, dont les 
deux racines seront 


(3) y —2cosa + 2cos8a + 2 cos4a + 2 cos2a, 


(4) Y1—=26cos3a + 2 cosqa + 2 cos5a + 2 cos6a. 


Cette équation s’obtient bien facilement; car on a d’a- 
bord, par l'équation (1), 


(5) Same étoiment À 


ensuite, en multipliant y par y,, transformant les pro- 
duits de cosinus en sommes à l’aide des formules connues, 
et ayant égard à l'équation identique 


Cos(17 — m) a — cosma, 
on trouve 


YY1=4(2cosa + 2cos2a+2cos3a+2cos{a 


+ 2C085 a + 2 cos6a + 2 cos] a + 2 cos8a), 
et, à cause de l’équation (1), 
(6) Ji = — À. 
L’équation en y sera donc 
(7) P°+y—4=o, 


et l’on peut considérer comme connues ses deux racines 


y et Yi: 


Maintenant les quantités 


2COS4, 2CO0$S84, 2C0SÂ4, 2C0S24, 
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sont les racines d’une équation du quatrième degré dont 
les coefficients sont des fonctions rationnelles de y, et 
sur laquelle nous allons raisonner comme nous l’avons 
fait sur la proposée. Il faut, conformément à la méthode 
générale, chercher d’abord une fonction rationnelle et 
symétrique z des quantités 


2 COS4, 2 COSÂ a. 


Posons donc 
Z — 2C0S@ + 2 COSA a, 


l'équation en z sera du deuxième degré, et elle aura pour 


racines 

(8) 3 = 2 COSA + 2 COSAa, 
(9) Z, = 2 COSO AG + 2 COS24. 
On a d’abord 

(10) Z2+ a —7;, 


et, en multipliant z par z,, on trouve, après avoir rem- 
placé les produits de cosinus par des sommes, 


22, — (2 COSA + 2 cos2a + 2 cos 3a + 2 cos4 a 


+ 2 cosba + 2 cos6a + 2 cot7a + 2 cosBa), 


ou, puisque la somme des racines de l’équation (1) 
est — 1, 


(1x) 24 —=—1; 
l'équation en z sera donc 
(12) 2 —Yz—1—= 0. 


Enfin il ne reste plus qu'à former l’équation du 
deuxième degré dont les racines sont 


2 COS4, 2C0S44@, 


et dont les coefficients peuvent s'exprimer en fonction 
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rationnelle de y et de z. Mais on peut simplifier ici l’ap- 
plication de la méthode générale. 

Considérons l'équation du quatrième degré, dont les 
racines 

2cos3a, 2cos74a, 2cosba, 2cos6a 

ont pour somme y,, et opérons comme nous l'avons fait 
à l'égard de l’équation qui a pour racines les quantités 
dont la somme est y. On formera une équation du 
deuxième degré ayant pour racines 


(13) u = 2 C053 a + 2 cosba, 

(14) U,—= 200$7a + 2 cos6a, 

et, en opérant comme précédemment, on trouvera 
(15) U + Us — 1, 

(16) UU = —1; 

cette équation en u sera donc 

(17) u?— yiu—1—=0, 


en sorte que les quantités w et u, sont connues, ainsi que 
ZhOEZ I: 
Cela posé, faisons 


(18) 23 2 008 G 
(19) Ti = 2C084a, 
on aura d’abord 

(20) 2 LT = 25 
et ensuite 


xx = 4 cosa cos Â a = 2 cos3a + 2 cosba 
ou | 


(21) RARES: 
x et x, seront donc racines de l’équation 


(22) L— zx +u—=O. 
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Le 


La résolution de l'équation (1) est ainsi ramenée à celle 
des équations du deuxième degré (7), (12), (19) et (22); 
le problème est donc résolu. Nous allons chercher main- 
tenant à déduire de l'analyse précédente une construc- 
tion géométrique, pour effectuer la division de la circon- 
férence en dix-sept parties égales. 


Construction geometrique. 


547. Quand on se propose, dans la Géométrie élémen- 
taire, d'inscrire dans un cercle les polygones réguliers de 
trois et de cinq côtés, on commence par inscrire ceux de 
six et dix côtés. De même, nous commencerons ici par 
inscrire le polygone régulier de trente-quatre côtés, celui 
de dix-sept côtés s’en déduira immédiatement. 

Soit une demi-circonférence partagée en dix-sept par- 
tes égales aux points 


NOR he SANT MN in; 0, Ps: Q: Ti 


la corde ab sera le côté du polygone régulier inscrit de 





trente-quatre côtés, et les cordes ad, af, ah, aj, al, an, 
ap, diagonales de ce polygone, seront les côtés des poly- 
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gones réguliers étoilés de trente-quatre côtés que l’on 
peut inscrire dans la circonférence. 

En prenant le rayon pour unité et en faisant, comme 
précédemment, 


DT 
— —— 9 
gl 
on aura 
: T 
ab—2sin — —+2cos4a, 
34 
MIOT Ù 
ad=— 2 sin — ——2co554, 
34 
. HÔT 
af = 2sn — —+2cos3a, 
34 
; T 
ah = 2 sin 27 —— 2 cos6a, 
34 
| . OT 
aj = 2sin + —+92cos2a, 
34 
7 WANT 
ad = 2m "Stone 
34 Es 
POTO TE ut 
an = 28 —- — cos a 
34 ? 
A 52 
ap = 2 sin > — 200864, 
34 


Conservons toutes les notations du numéro précédent ; 
les équations (3) et (4) nous donnent 


Y =an— ap + ab + aj, 
ÿ=af — al — ad — ah. 
On voit que y, est négatif, car af est al; par suite, 
J'est positif, puisque y, —=—1. Faisant donc y, =—Y", 
les équations (5) et (6) deviennent 
Y pt TL 
r'= À, 
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les équations (8) et (9) nous donnent 
3 —= an + ab, 
D Taper AJ; 


z, est négatif, car ap est > aj, etz est positif. Les équa- 
tions (10) el (11) deviennent, en faisant z, =—7/, 
32 — 2 —=Y, 


22 = 1. 


Pareillement, les équations (13) et (14) donnent 


u = af — ad, 
du —=— al — ah; 
u, est donc négatif, et u positif. Faisant u, —=—w', on 


aura, par les équations (15) et (16), 
HU V9 
PTE ENS 1e 
enfin les équations (18) et (19) donnent 
an, 
Li AU, 
en sorte que x et x, sont positifs, et les équations (20) 
et (21) conservent leur forme 
EE met et 
TT; td je 
Le côté de notre polygone de trente-quatre côtés est x, 
et, pour le construire, on voit qu'il suffit : 
1° De construire deux lignes y et y’ telles, que 
Jr =, pr 4; 


! 


2° De construire quatre lignes z, z', u, u! telles, que 


FA 





AB. let 
2 —Y)3 RÔLE À A 


Ur M UE IE 
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3° De construire deux lignes x et x, telles, que 
DIT Li Lo LENENU: 


Consrrucrion. — 1° En un point O d’une ligne indé- 


M 








_s 
.—.—” 





De 


DS 


finie UV, élevons une perpendiculaire OA égale au rayon 
du cercle, c’est-à-dire égale à l’unité. Prenons OC — 7° 
| 


puis, du point C comme centre, avec CA pour rayon, 
décrivons un cercle qui coupe en B et D la ligne UV; on 
aura 


I I 
OB=-7, .OD=-Y: 
ne 2 Vie 


car 


20D — 20B—40C—1 et 20D X 20B—40A —4. 


2° Joignons AB, et du point B comme centre, avec OB 
pour rayon, décrivons une circonférence qui coupe en M 
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et P la ligne AB prolongée, on aura 


AM= MAP —"7 : 
car 


— 2 
AM "AP—-PM=20B—=7y Met AM XAP— AO, = 1. 





Joignons pareillement AD, et du point D comme centre, 
avec OD pour rayon, décrivons une circonférence qui 
coupe en Net Q la ligne AD prolongée, on aura 

AN—u, AO — x’; 
car 


AQ—AN—NQ—20D—7y et ANX AQ—AO —r. 
3° Rabattons AO en AE sur le prolongement de AD, 


décrivons sur NE, comme diamètre, un cercle qui coupe 
À AM 
AB en F; du point F comme centre, avec AI = — 
pour rayon, décrivons un cercle qui coupe AD en G; et, 
enfin, du point G comme centre, avec ce même rayon, 
décrivons un cercle qui coupe AD en K et H, on aura 


NA NE AH: 


car 
AK + AH = 2GF = 2AI — AM — z 


et 
= ; 
RAA = ALI ANSCAE = ANS AO = x. 


Le côté du polygone régulier de trente-quatre côtés inscrit 
dans le cercle dont le rayon est OA est donc égal à AK. 





. } ’ . se er 
Sur une proprièté remarquable de la fonction 2e 


p étant un nombre premier. 


948. Soit p un nombre premier autre que 2, et posons 


XP — 1 


X — — gl gP2p,, Lx Hr. 





X — ! 
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Désignons par a une racine primitive pour le nombre 
premier p, et par r une racine de l’équation 
(x) X — 0; 
les racines de l’équation (1) seront 
q 
PANNE PSS RDS 2 
et l’on aura 
1 AO: p\ et TOR 
Si l’on fait 
Pi Ti 720 rat RUE res 
Va Th ri ARE ECS 
les quantités y, et y: (n° 535) seront les racines d’une 
équation du deuxième degré à coefficients commensu- 


rables, et l'équation (1) se décomposera en deux autres, 


LE 2 I . 
P * et dont les coefficients seront 





chacune du degré 


des fractions rationnelles de y, et de y°. Nous nous pro- 
posons ici d'étudier les détails de la décomposition dont 
il s’agit. | 

Occupons-nous, en premier lieu, de former l'équation 
en y, qui a pour racines y, et 72. On a d’abord 


(2) MT} —1, 


car 1 + y, exprime la somme de toutes les racines de 
l'équation (r). Ensuite, comme les fonctions symétriques 
de y, et de y2 ne changent pas, quand on change ren r4, 
ou en 7, ou etc., on a 


Ï 


Deus Me à a +, Pre 


2 


le signe Ÿ s'étendant à toutes les racines x de l’équa- 


tion (1). 
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Or on a 


2 4 p—1 \2 2m 2n 
CE re. pr | = Ÿ 2° Fe 


le signe D s'étendant ici à toutes les valeurs 1, 2, 3,..., 


ra I . . pre 
1 es entiers met n; si donc on désigne par S(u) la 


somme des puissances pi" des racines de l’équation (1), 
on aura 


y? + y2 AL I - Ÿ (art + a); 
} 
a) 


le signe ÿ s'étend à toutes les valeurs 1, 2,3 ,.., 





Pre 
2 





des entiers m et n, et 1l embrasse, en conséquence, 





 EPE I “ . . CR 
fe | termes. Comme a est une racine primitive de p, 
2: 


on a 
pi 


a +r==0 (modip)}, 


et 1l ne saurait y avoir aucune puissance de a d’un degré 
p—1 


4 


D’après cela, si p est de la forme 41 + 1, la somme 


inférieur à 





congrue à — 1 suivant le module p. 


ar ce a? nm 


ol 





ne sera divisible par p que pour les 2i— P systèmes 
suivants de valeurs simultanées de m et n : 

MT, 2. + Dee LOU Lin En D'rfe Doi M 
Ban dehl, L'ÉLOUAR S,lx se is NT, 2, REP CCE 


si p est de la forme 41 +3, aucune des valeurs que 


prend la somme 
an ste a2n 


n’est divisible par p. 
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La somme S (u) est égale à p—1 ou à — 1 (n° 106) 
suivant que y est divisible ou non divisiblé par p; donc, 
si p a la forme 41 + 1, la quantité 


D S Cuir Le HAT) 
sera égale à 


maniere 


si, au contraire, p a la forme 4i + 3, la même quantité 


sera égale à 
x — 
> 











On a ainsi 


pt 
: F LP) 
(3) FH REA 
Des équations (2)et (3), on tire 
p=1 
F- 
| 1— pl—i 
(4) noie LE. 


D’après cela, l'équation qui a pour racines y, et y2 est 


p—1 


1—pl—1) À 


4 


(5) NAT = 0! 


ou 
PF 


(27 +iP—pl—i) * =o. 


549. Considérons maintenant l'équation qui a pour 
pP—1I 


racines de l'équation (1) dont 1 dé- 





racines les 


(6) 
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ox 
I 
DS | 


signe la somme. Soit 


nel p—1 PET Dre 


EEE" ————2? 


Xi—x ? — y;x + A,T.° SPA mt VAT 2 D 


cette équation. Les coefficients A:, A3, ... peuvent 
s'exprimer par des fonctions rationnelles de y,, et l’on 
peut supposer ces fonctions linéaires (n° 182), puisque y, 
est racine d’une équation du deuxième degré. Ainsi le 
coefficient A4 aura la forme 


Az = My + y Yi, 


mx et rx étant des nombres rationnels, et 1l est facile de 
prouver que ces nombres sont entiers. En effet, A; est, 
P —.] 





au signe près, la somme des produits # à À des ra- 


° =) . . 
cines 4,74", ..; chacun de ces produits est une puis- 
sance de r, et, par suite, 1l se réduit à l'unité ou à l’une 
des racines de l'équation (1). On a donc 


2 1 P—2 


%0, %1, .… étant des nombres entiers. Cette valeur de A; 
. 2 . 

ne changera pas si l’on change 7 en r® et, par suite, on 

aura . 


2 3 4 5 
Az = %0 + 7% = mc À on NN Om 7 OC en PER 


Je dis que les coefficients des mêmes puissances de r sont 
égaux dans ces deux valeurs de A4. Supposons, en effet, 
que cela n’ait pas lieu; si l’on égale les deux valeurs 
de Azet qu’on rabaisse les exposants de au-dessous de p, 


en faisant usage de l'équation 7? — 1, on aura une équa- 

tion du degré p — 1 en r qui sera évidemment satisfaite 

par —=1; on pourra enlever cette racine r, et alors on 

voit que 7 sera une racine d’une équation du degré p — 2 
S. —' Ale. sup., 11. 39 
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à coefficients commensurables, ce qui est impossible, 
puisque l'équation (1) est irréductible. On a donc 


Ki — A3 — Us... — po, 
Xo — Uy, — Ag —. . — pis 

et, par suite, 
Ag Go + & Yi Ga Ja 


Enfin, si l’on élimine y: à l’aide de l’équation (2), la 
valeur de A; prendra la forme 


A My. + UD ET 


où mm, et rx désignent des nombres entiers positifs ou 
négatifs. 
Le produit des racines de l’équation (6), savoir 


a 2 4 P—1 , A 

TA ta he. tar! est égal'à rten'exceptant le/Cas dé, 
car, & étant une racine primitive de p, l’exposant 
a?{aP—1— 1) 


Ve re 


Hat... +aP=i— est divisible par p; 


on a donc 
p—1 


À —=(—1) purs 


Comparons les coefficients A}; et A; de deux termes 
également distants des extrèmes, dans X, ; on a la rela- 


. et AU + 
tion À + K = E— entre les indices Æ et k’. La quantité 


(—1)* A} est une somme de puissances de r, et la somme 
des inverses des mêmes puissances est égale à(—1)# A; 
car le produit de toutes les racines de l’équation (6) est 
égal à 1. Cela posé, si p = 4i +7, les suites 


3 


a a PT? 
Tite PPT ; 


2 ‘ P—1 
(44 r4 «a 
x , 3 Ta 


I 
restent les mêmes quand on change r en ne donc on a, 
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dans ce cas, 
Ag Az = Mg + ni. 
S1 p = 4i + 3, les suites 
PERSON, 
CA CARRE US Lara, 


I 
se changent l’une en l’autre quand on change r en -; 
La 


d’ailleurs k et k’ sont de parités différentes ; donc l’équa- 
tion 
Ax= My + Rx 
entraîne 
—Apy = My + na = Mg — Rg(1+ Ji); 


et l’on a, dans ce cas, 
A = (ang — my) + ny 
Il résulte de là que le polynôme X, peut se mettre 
sous la forme suivante : 


Ait QT, 


P et Q étant des polynômes à coefficients entiers qui ont 
pes 


7 


et 








respectivement pour degrés P + En outre, 


Q est un polynôme divisible par x dans lequel les termes 
également distants des extrêmes sont égaux et de même 
signe; le polynôme P jouit de cette dernière propriété dans 
le cas de p = 4i + 1 seulement, et, par suite, il en est de 
même de la fonction 2P— Q. Dans le cas de p—4i+3, 
la fonction 2P — Q a cette propriété, que les coefficients 
des termes également distants des extrêmes sont égaux et 


Lens 


. . . —k 
de signes contraires. En effet, les coefficients dex ? 


et de x* dans la fonction 2P — Q sont alors 


2107 — Ny € NE — 2 Mpe 
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Pour obtenir les valeurs des coefficients A4, A3, ..., 
de X,, soit À l’un des nombres 


et À un exposant entier, tel que 
at =} (mod. p); 


désignons enfin par S; la somme des puissances Àïèmes des 
racines de l'équation X, — o, on aura 


RE 4 Mrarrt Lot, À Je pañ te, 

d’où il suit que S, sera égal à y, si L est pair, c’est-à-dire 
si À est résidu quadratique de p. Au contraire, S, sera 
égal à 72 ou à —1— 7, si À est impair, c'est-à-dire si À 
est non-résidu quadratique de p. Connaissant ainsi les 
sommes de puissances semblables des racines de l’équa- 
tion (6), on calculera les coefficients A,, A3, ..,, au 
moyen des formules 


S4 Ji 6,:9) 
S3 — 191 + 29 = 0, 
S3 — Y199 —+ 2A% 94 —+ 34; 0, 


222%. 0.535 


On pourra exprimer ainsi À; par une fonction entière 
de y, et l’on rendra ensuite cette fonction linéaire au 
moyen de l’équation (5). 


550. L'analyse que nous venons de développer conduit 
à un théorème important que nous devons mentionner. 
Reprenons l'équation 


XP HOT: 


que nous avons trouvée plus haut ; en changeant y; en y», 
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on aura 
As DEOQr: 


on a d’ailleurs X — X, X;, donc 
X = P?+ PQ( Yi + 72) + ®YriYa 


ou, à cause de 


p:=1 

1—pl—1)° 

Jit}e——1, nr EE. 
pi 


4X=(2P—Q} — (= 1} 20 pQ 
Et, d’après les remarques faites précédemment, on peut 
énoncer ce théorème : 


THÉORÈME. — p étant un nombre premier autre que 2, 
et X désignant le polynôme 


TPE DPI HR HZ + 1, 
on aura 
AXE NE plis p= hit 1, 
et 
AX=Y'+pA ss p—=hi+3. 





Le] 
À LA x & He) 

L est, dans les deux cas, un polynôme du degré P Fe 
à coefficients entiers dans lequel les termes également 
distants des extrémes ont le méme coefficient; Y est un 


= À 


polynôme du degré? à coefficients entiers dont les 





termes également distants des extrémes ont des coeffi- 
cients égaux et de méme signe, ou égaux et de signes 
contraires, suivant que p = 4i+ 1 ou 4i + 3. 


Le nombre 3 échappe à notre analyse, ainsi que nous 
en avons fait plus haut la remarque. L’équation 


4 (x? + x +1) = Ÿ?+ 32° 
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admet toutefois les trois solutions 


NE D PET ZT 
Vi TE, ARE 


Y—=z—1; ZL=r +1; 


mais les polynômes Y et Z, relatifs à l’une quelconque de 
ces troissolutions, nesatisfont pas à toutes les conditions 
indiquées dans l’énoncé du théorème. 


Enfin le résultat que nous venons de trouver relative- 
TP —] 


ment à la fonction ———— peut s'étendre à la fonction 
PT À | 
TPE y? , u " .# 
plus générale SAPAREES qu’on déduit de la première en 
= Te À 


TC 5 . : 
chaageant x en ge et en multipliant ensuite par yP 7". 


On peut évidemment, d’après cela, énoncer le théo- 
rème suivant : 


Le nombre p étant premier, on peut satisfaire à 
l'équation 
Pat RD TAN 
Pi) p = 
Al 


en prenant pour Ÿ et L des fonctions entières de x et y. 


Sur quelques propriétés de la fonction resolvante 


ui se rapporte à l'équation a o 
q PP q peer te 


Do1. Soit, comme précédemment, x une quelconque 


yPEe 


L2 r LA I L . 
des racines de l’équation ——— — 0, et a une racine pri- 


A 


mitive pour le nombre premier p. En désignant par « une 


; k . PPT 
racine quelconque de l’équation = 0, nous po- 
quelconq —. 
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serons 
JR 


2 —1 ù ; i 
F(a)— x +arxt+uze +... + aP—2xaP = CAE AE 
i 
0 


et nous allons en premier lieu démontrer que l’on a 


PA 





On a 


et, par conséquent, 


Dsl 
F{x) Han — D: ÿ gi—k gaï+al, 
XÆ i 
0 0 


Pour évaluer cette somme double, je mettrai en évi- 
dence les coefficients des diverses puissances de «, e' 
J'introduirai à cet effet le nombre entier 


D — k =, 


Alors le coefficient de «x? sera 


k+L, oh 
ÿ 2° +ah, 


le signe » s'étendant aux p—1 valeurs de Æ 
DT 2 ec D: 
Or on peut écrire 
ati + ak — ak {al + Le 
-si donc on n’a pas 


at+i=o (mod.p;, 


Ld , « 
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c’est-à-dire 





l'expression a* (a! +1) donnera, pour les diverses valeurs 
de k et abstraction faite des multiples de p, la série des 


nombres 
1, 2, ..., P e à 15 


Ainsi le coefficient de æ! sera 
œ+at+,...+ zxP-i ou bien —1, 
et cette conclusion aura lieu pour toutes les valeurs 
0,1, 2 Ven D 


PAPER 


de /, en exceptant le seul cas / — . La somme double 





que nous avons à évaluer sera donc composée du produit 


de — 1 par la somme des diverses puissances de x, sauf 
pi 
la puissance « ? , et, en outre, du groupe de termes cor- 


1 26e = 
respondant à la valeur / — AE Lorsque JS 
2 





? 
2 


l’exposant de x est congru à zéro pour toutes les valeurs 


de #; par conséquent, le groupe que nous considérons 
p 1 
sera composé de (p — 1) fois la racine & * . Réunissant 


ces deux parties de la somme double, on trouve pour 
résultat 
p—1 lin do 


x? (p—i)+a? —=a? p, 
ce qui démontre le théorème énoncé. 


992. Nous allons maintenant établir une seconde pro- 
position qui consiste en ce que, si et z sont deux nom- 
bres entiers quelconques, mais non liés par la relation 


m=—=—n7 (mod.p), 
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le produit F(a”)F{22) est égal à la fonction F(a”tr), 
multipliée par un polynôme en «, dont les coefficients 
sont des nombres entiers. Ainsi, en désignant par (x) ce 
polynôme, on aura l'égalité 


F(a Fa) Fate) (a). 


RUE AMP 
Fc”) ie , 
F(a) has. 


Fa”) F (a ) = Dani gate 


et c’est la somme double du second membre qu'il s’agit 


En effet, on a 


donc 


d'évaluer sous la forme annoncée. Pour cela nous allons 
mettre en évidence, non plus les coefficients des diverses 
puissances de à, comme précédemment, mais les coeffi- 
cients des puissances de x. Ces puissances formant la sé- 
rie 0,1, 2,..., p—1, Occupons-nous d’abord du pre- 
mier terme qui proviendra de toutes les valeurs des et #, 
telles qu’on ait 
a+ a"=0o (mod.p), 

c'est-à-dire 
P—1 

2 





i— k — 


Sous cette condition, la somme 


p—1 m(p—1) 
ÿ gmitnk — Sr = a — Ma 


s’évanouit, Car n'ayant pas m+n==0 (mod. p), l’expres- 
sion (m<+n) k produit la série des entiers inférieurs à p, 
comme on le sait. 

Maintenant, pour mettre en évidence le coefficient 
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9 à , & 
d’une puissance quelconque de x, dont l’exposant serait 
DE 
= a!, posons 

ai+ aï=al (mod.p); 


) amitnk 


les entiers 1 et k devant prendre toutes les valeurs qui 
peuvent vérifier la précédente condition. Si l’on fait 


ce coefficient sera 


i=l+, 
k = ll + y, 


la condition dont il s’agit devient indépendante de /, et 
elle se réduit à 
ad+aæ=1 (mod.p). 


Nous pouvons concevoir que, pour une valeur donnée 
du nombre premier p, on ait formé d'avance le système 
des nombres p et v, liés par cette relation ; cela fait, on 
trouvera | 


) gnitnk — ÿ an(l+n)+n(l+r) — L(m+n)l ÿ CU en LR 


Donc, si l’on pose 
H(a)= Ÿ amv, 
le coefficient de x%° sera 
ann 4 (a) 


et la somme double sera bien, comme nous l’avons an- 
noncé, 


Ha) a(+n)l a D Ÿ (a) Ffertae 


553. Ces polynômes, ou plutôt ces nombres complexes, 
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Ÿ(æ), dont la formation dépend essentiellement des en- 
tiers p et v, et ensuite des nombres m et nr, conduisent à 
d’admirables théorèmes arithmétiques dont nous allons 
donner quelques exemples. 

J’observe d’abord que la relation 


F(a7)F(x) na | ÿ(a) 
donnera, en changeant les signes de mn et n, 

RE ent) = Ra CET Cat. 
Multipliant membre à membre, et ayant égard à la rela- 
tion 

pi 
Fia)Plact}—x in: 
on trouve immédiatement 
p(a)p(at) = p. 
Un cas particulier très-simple montrera tout l'intérêt 
qui s'attache à ce résultat. Soit 


p=1 (mod.4), 

on satisfera à l'équation 
KPR AT: 
en prenant 
Ve US: EYE 

Alors Y(«), somme de puissances entières de 1, sera de 
la forme a + bi, a et b étant entiers ; d’ailleurs : a : 
aura pour valeur —i, de sorte que 

Y(at)= a — bi; 
donc tout nombre premier = 1 (mod. 4) est de la forme 


(a + bi)(a — bi) — a? + b?. 


Ce théorème, qui a été établi par une méthode si diffé- 


5838 COURS D'ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


rente aux n°% 294 et 339, se trouve ici démontrée de telle 
manière que l’on fait dépendre a et b des entiers g et v, 
rapprochement bien inattendu, et dont Jacobi a tiré 
cette conséquence que nous nous bornons à indiquer. 

Le nombre a étant supposé impair dans l’équation 
p=a?+ b?, sa valeur peut, au signe près, se déterminer 
par le résidu minimum de l'expression 


1 2n(2n—1)(22—2)...(2+i1) 
2 12200007 


(mod. p), 


où l’on suppose 
Pp=4nRr+I, 
Soit encore 
p=1 (mod. 3) 
on satisfera à l'équation 
MASSE, 

en prenant 
— yes "A 

=. — 


Qi 


Ps 


racine cubique imaginaire de l'unité. Alors les nombres 
Y(æx)et Y(x-t), sommes de puissances entières de 0, de- 
viendront respectivement 


a + bp, a + bp?, 
a et b étant des entiers. Donc p sera de la forme 
(a + bp)(a + bp?) = «à? — ab + b?. 


554. Voici maintenant d’autres conséquences pour la 
résolution de l'équation binôme 


LPEATS 
Soit « une racine primitive de l'équation 


mPrA = gi 
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et posons 
P=2nr +1, 


de telle sorte que 
= ( L'e 


En désignant, en général, par d;(æ) le polynôme en «, 
défini par l'équation 


qui, multipliées membre à membre, conduisent au ré- 
sultat suivant: 


Fa)" —#lx)halæ) .., ÿrs («)F(x”7). 

Or, ayant & —— 1, 1l est facile d'évaluer le facteur 
F(aœ*). Ce facteur se réduit, en effet, à la différence des 
quantités 72 et 1, que nous avons déterminées au n° 548 ; 
mais on peut aussi le déduire de la relation générale 


p—1 


F(e)F(at)=x® p, 


que nous avons précédemment démontrée, en y faisant 


aæ —=—1,ce qui est permis, puisqu'on satisfait ainsi à 
l'équation aP=1 — 1. De la sorte on trouve 
PA 


F(—1}—(—:1) ND: 
Ainsi la puissance p—1 de la fonction résolvante se 
trouve exprimée par un produit de facteurs complexes 


Y(æ), multipliés par le nombre p. 
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Démonstration nouvelle de la loi de réciprocité 
dé Legendre. 


555. La théorie exposée dans ce Chapitre fournit 
encore, comme l’a montré Jacobi, une démonstration 
nouvelle de la loi de réciprocité de Legendre que nous 
avons établie au n° 332. Nous croyons utile de pré- 
senter 1ci cette importante application, 

Considérons l’équation 


LA 





= O; 
LA mer À. 


désignons par r l’une de ses racines, par & une racine 
primitive pour le nombre premier p et posons 


3 


D D ne CR ces) CPS RQ RS 


Soit 4 un nombre premier impair différent de p. Si 
l’on élève le polynôme P à la puissance g, le résultat 
contiendra les puissances gi*"* des différents termes de 
P, avec d’autres termes dont les coefficients sont tous 


divisibles par g. Si l’on désigne par 4 Ar l’ensemble 
de ces derniers termes et que l’on pose 
Q = 7r1— FA LE pt, + als Far? 


on aura 


PIIQEE a are. 


Il convient maintenant de distinguer le cas de LA RER 
: [4 
et celui de (2 —=— 1. 
: 2 


1° Soit (1) — + 1. Cela veut dire que g est racine de 
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la congruence 
Pis 
x? —1=0 (mod.p} 





dont les racines sont 
ui a" a, .….., als 
on a donc nécessairement 


q= a" (mod. P); 





+ £. € nl 
‘ n'étant un entier au plus égal à P s 


leur de Q est 


+ Par suite, la va- 


2n 2n+1 an +2 272+p—3 _ 
D NS Pre Mere tes 


et, en rabaissant les exposants de a au-dessous de p —7, 


on a évidemment 
QE. 


2° Soit (£) = — 1. Dans ce cas, 4 est racine de la 
congruence 
x ? +i=o (mod.p} 
laquelle a pour racines 


DANS GA 
On a donc 
qg=a"#1 (mod. p), 


n étant un entier. Il vient alors 


Q D pamti ll arts ie + AD HA TÉP AR 
et, en rabaissant les exposants de a au-dessous de p — 1, 


on à 
Q——P,. 
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Donc on a, dans tous les cas, 


a (je 


et, par suite, 


ou 


(1) 
Cela posé, si l’on fait 


VAS Te pe ST OST OUR ra 





Va TE TER TES RP CIRE TES 
on aura (n° 548) 


YA pr. 


Ve ps 


Ja —— 


») — À 


/ 
RE es Ve ? pe 


Substituant cette valeur de P dans le premier membre 
de la formule (1), celui-ci se réduit à 


TEE Dates 
— ATEN, TETE q 
PMENIOEEES res 


quantité qui est un nombre entier. Quant au second 


Ar“ 





membre q * 1l se réduira donc aussi à un nombre 
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entier E, et l’on aura 


2 Lee) 2 
à — pE? 
(Dar) FUTTUS EN) 


Il s’ensuit que le carré de Ÿ Ar*est une fonction symé- 








. CE . Le . Es TT I 
trique et entière des racines de l'équation 





— O, 
TRE 


par suite, ce carré a pour valeur un nombre entier, ce 
qui exige que E soit un multiple Mg de g. Ainsi l’on a 


ja 


LU 





= M0 
M étant un nombre entier. Par conséquent, 
gi | Petgt à 
mon REA dr TA q 
p ? (—41ù) ? 2 — (4) =us: 
(—1) F 
remarquant que 
rh ; 
Phi (2) + un multiple de q, 
q 


et supprimant de part et d'autre les multiples de q, il 
vient 


o Pope 


cette formule (2) exprime précisément le théorème de 


Legendre. 


S.— Alg, sup., I]. 38 
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CHAPITRE IV. 


SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DU NEUVIÈME DEGRÉ 
RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT. 


Du déterminant d’une fonction entière et homogène 
de trois variables. 


996. Otto Hesse a publié dans le Journal de Crelle 
(t. XXVIII, p. 68, et t. XXXIV, p. 191) deux Mé- 
moires remarquables sur la détermination des points 
d’inflexion des courbes du troisième degré. Dans son 
second Mémoire, l’éminent géomètre a démontré que : 


Les points d'inflexion d'une courbe algébrique du 
degré n sont situés sur une seconde courbe du degré 
3(n— 2),et, par suite, que: 

Une courbe algébrique du degré n a généralement 
3n(n— 2) points d ‘’inflexion, réels ou imaginaires. 

Dans les cas particuliers, quelques-uns de ces points 
d’inflexion peuvent être situés à l'infini ou être rem- 
placés par des points multiples. | 

Lorsque n — 3, on a ce théorème : 


Les points d'inflexion d'une courbe du troisième 
degré sont situés sur une seconde courbe du troisième 
degré. 

Il en résulte que la recherche des points d’inflexion 
d’une courbe du troisième degré dépend généralement 
de la résolution d’une équation du neuvième degré à une 
inconnue. Or il est très-remarquable que cette équation 


— ES 
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du neuvième degré soit toujours résoluble algébrique- 
ment, et qu'il suffise, pour effectuer cette résolution, de 
résoudre une seule équation du quatrième degré et trois 
équations du troisième degré. Cette proposition se dé- 
duit facilement, comme nous le ferons voir plus loin, 
du théorème de Hesse énoncé plus haut, et d’un autre 
théorème démontré pour la première fois par Maclaurin 
dans son Essai sur les lignes du troisième degré, théo- 
rème qui consiste en ce que : 

La droite qui joint deux points d'inflexion d’une 
courbe du troisième degré rencontre la courbe en un 
troisième point d'inflexion. 

La démonstration que Hesse a donnée dans son se- 
cond Mémoire, pour établir la résolubilité de l’équa- 
tion du neuvième degré dont il s’agit, suppose égale- 
ment le théorème de Maclaurin. Hesse fait voir qu’il 
existe certaines relations entre les racines, et 1l démontre 
généralement que toute équation du neuvième degré 
dont les racines ont cette même propriété est résoluble 
par radicaux. Cette analyse de Hesse est remarquable; 
on en trouvera le développement à la fin de ce Chapitre. 


557. Soit U une fonction quelconque entière et homo- 
gène du n°" degré de deux variables x et y; U — o sera 
une équation quelconque du degré n si l’on prend pour 


. Ge - : : ? 
inconnue —, et cette équation aura trois racines égales 
58 


si l’on peut satisfaire en même temps aux trois équa- 
tions 
dU d?U 
U—=0o, — —=o, 0. 


dx dx? 


Ces équations de condition sont respectivement des de- 
grés n, n—1,n—2; mais on peut à leur place prendre 





trois équations du même degré 7 — 2. Elles peuvent ef- 
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fectivement s’écrire ainsi pére 























U I EU PANNES d?U 1 au 
po RTE SNEPST EN + 4 TL css 
a (r — 1) dx? 7 dx dy L dy? 0, 

dU 24 I d?U 1e d2U jé 

de Tri (far 7 ardy] T° 

d?UÙU 

= O0 
dx? 


À cause de la troisième équation, la deuxième se réduit à 





dU . « . . MU 6 < 
— 0, et la première devient ensuite —— = 0. Donc 
dx dy PTE 


les équations de condition relatives à l'égalité de trois 
racines de l'équation U — o sont les suivantes du degré 
n — 2 chacune: 

d'U  d'U d'U 


e— O == O. 


dx? Fr drdy , dy? 











On ferait voir de même que généralement les équations 
de condition relatives à l’égalité de m racines de l’équa- 
tion Ü = o sont les suivantes, du degré n — m+1; 


d'"—\T dn-1T d'i1T d'1TU 


di 7 9: dr? dy Ent Ca dx dy"? Fi dy" 1108 





(*) Cela résulte immédiatement du théorème connu dit des fonctions 
homogènes. Soit f(x, y, ...) gne fonction homogène du degré y de plu- 
sieurs variables; en multipliant x, »,... par 1+«, il vient, d’après la 
définition des fonctions homogènes, 


f(a+ax,r+ar...)=(1+a) f(x,r,...), 


Développant les deux membres par rapport à « et égalant ensuite les 
coefficients des mêmes puissances de «, il vient 


1f df 
2 ta te fm), 
æf &f AIS 
a É y L: AT tte res — x NS 4 
T ET Nr 21? dx dy É D a mu Df(x, 7, /s 
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. Soit maintenant uw une fonction que 
558. Soit fs t fonct quelconque 
entière et homogène, du n°" degré, de trois variables 


3 ; LUN y : 
x, ÿ, z. Si l’on représente par - et - les coordonnées 
Z Z 


rectangulaires ou obliques d’un point variable, l’équa- 
tion 


(1) u—0 


représentera une courbe quelconque du r#i°"° degré (1). 
Une droite quelconque, dont l’équation est 


(2) Z= ATX + by, 


rencontre, comme on sait, la courbe en 7 points; si l’on 
porte la valeur de z tirée de l'équation (2) dans la fonc- 
tion uw, celle-ci devient une fonction homogène U des 
deux variables x et y, et les n racines de l'équation 


7 RE \ 
U = o, où l’on considère - comme l’inconnue, sont les 
J 


rapports des coordonnées des points où la droite ren- 
contre la courbe. Mais l'équation de la ligne droite 
contient deux constantes a et b qui s’introduisent dans 
l'équation Ü — o; on peut établir entre ces constantes 
une relation telle, que deux racines de l’équation U = o 
deviennent égales : dans ce cas, la droite devient une 
tangente de la courbe. Et, si l’on donne aux constantes 
a et b des valeurs telles, que trois racines de l’équation 
U — o deviennent égales, la droite sera tangente en un 
point d’inflexion ; ce point sera déterminé, commme on 


(*) Hesse a eu le premier l’ingénieuse idée de représenter par -» 


CRE 
WI 


2 Fi J : rimes 
3 Aa 

les coordonnées rectilignes d’un point dans un plan, et par —; —; — les 
u,. Uru 


coordonnées dans l’espace ; alors toutes les équations que l’on a à consi- 
dérer sont homogènes. 


5938 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


l’a vu plus haut, par les trois équations 


DUR AU 1 PNG 
de ddr ri ray 





Mais, commeUestla valeurqueprendupourz=ax+by, 
si l’on fait, pour abréger, 


d?u d?u d?u 

Éo BTE U 1: — —= Us 2 Sr ht 39 
dx° dy? 14 dz? “ 
d?u d?u d°?u 








Us, — Ua): ST sa AU 
dy di #9) drdz Mlrdrar 24 


les trois équations précédentes pourront s’écrire comme 
il suit : 


Un 2iaus net au 0, 
(3) U,2 + @U,3 + bus + abus, — 0, . 
Ug,a + 20,3 + bus, — 0. 


Si l’on élimine a et b entre ces équations, on obtiendra 
l'équation d’une courbe qui rencontre la proposée aux 
points d’inflexion. Pour effectuer cette élimination, ré- 
solvons la deuxième des équations (3) par rapport à a, ce 


qui donne 
U,9 + buz.s 


« 
Us,3 + Vus,s 


RER 


et portons cette valeur dans la première équation, nous 
obtenons . 


Us (o,s + bus) —2us (us, + dus )(us,s + dus) +3, (21,2 + bus à} = 0, 


ou, en ordonnant par rapport à b, 


Us —— 2 Uo,3 Ug,1 Ugo + Ua 3 + (2,1U3,3 — ui, ,)(2 00,3 +0 Ug,3) —=0. 


Si enfin on multiplie la dernière des trois équations 
que nous considérons par 


2 
U,1 Us, arr Us,is 
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et qu’on en retranche ensuite l’équation que nous ve- 
nons de former, on obtiendra l'équation finale qui résulte 
de l'élimination de a et b; nous la représenterons par 


(4) | Au=O, 
en posant, pour abréger, 
(5) Au= uit us,s + 2,3 Ua — Ua Us — Mass US — Us, ui ,2e 


L'équation (4) est celle de la courbe cherchée, la- 
quelle rencontre la proposée u = o aux points d’inflexion. 
Cette équation est, comme on voit, du degré 3(n — 2), 
d’où il suit qu’une courbe du ni" degré a généralement 
3n(n—2) points d'inflexion. En particulier, une courbe 
du troisième degré a neuf points d’inflexion. 

La fonction Au est égale au déterminant 


Ugo, Uas,2 Uo,z |» 


Us, Us,s Us,z 


et Hesse lui a donné le nom de déterminant de la fonc- 
tion u. 


999. Lorsque les coefficients de la fonction u sont in- 
déterminés, la courbe représentée par l'équation u = o 
n’a pas de points multiples. Pour de tels points on a 
simultanément 


du du 
— =O —  =O = O 
LD NE Ur 


et, au moyen des deux premières équations, la troisième 


se réduit à 
du 


— —=0O 
dz ; 


par le théorème des fonctions homogènes. La relation 
entre les coefficients de u, exigée par l'existence de 
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points multiples, résultera donc de l'élimination de x 


et y entre 
du du du 


0 — ZOO 


GR n = —— O0, 
dx dE dz 


Ces équations peuvent être mises sous la forme 


TuU;,1 + Ÿ U,o —+- Z Ui,3 Br O, 
Tl,y FY Us, + 2Us,3 —O, 


Tu TJ Uz,o + 2U3,3 — O0; 
et l’on en déduit évidemment 


AU 0: 


Au reste, la méthode dont nous avons fait usage pour 
trouver les points d’inflexion montre que les points mul- 
tiples, quand il en existe, satisfont à la précédente 
équation; car, si la droite z=—ax+ by devient tangente 
à la courbe en un point multiple, l’équation qui résulte 
de l’élimination de z entre 


UE O0, ÉtU LES ARR 


aura évidemment trois racines égales. 

Il est facile de voir qu’une courbe du troisième degré 
ne peut avoir un point triple ou trois points doubles à 
moins qu’elle ne se réduise à un système de trois droites ; 
elle ne peut non plus avoir deux points doubles à moins 
qu'elle ne se réduise au système formé d’une conique et 
_ d’une droite. 


960. Le calcul que nous avons fait au n° 558 ne dif- 
fère pas de celui qu’il faudrait exécuter si l’on voulait 
obtenir la condition pour que la droite (2) fit partie du 
lieu représenté par l'équation (r). En effet, la solution 
de ce nouveau problème s’obtiendra en exprimant que. 
le résultat Ü de la substitution de ax + by à z, dans w, 
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est identiquement nul. On aura donc 


HOUR TT 


0 0 
dx? dx dy th dy 











0; 


et 1l est évident que ces conditions sont suffisantes, 
puisque l’on a 
dU d°?U dU 


n(nr —1)U = x? 2: be - 
| je dx? ft Trdy J dy? 











Aïnsi, dans le cas qui nous occupe, les équations (3) ont 
lieu identiquement en vertu de l’équation (2), et par 
conséquent 1l en est de même de l'équation (4). Donc 
toute droite qui fait partie du lieu de l'équation u = 0 
appartient aussi au lieu de l’équation Au — 0. 

Dans le cas de 2 — 3, on a ce théorème : 


St l'équation u = o représente trois lignes droites, 
ces mêmes droites constituent le lieu de l'équation 
Au = 0, et l’on a en conséquence Au — ku, k étant une 
constante. 


Il peut arriver que le déterminant Au soit identique- 
ment nul; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que 
le lieu de l'équation u — 0 soit un faisceau de 7 lignes 
droites. Bien que nous n’eussions pas à faire usage de 
ce théorème dû à Hesse, nous ne pouvions nous dis- 
penser de le mentionner ici. 


Sur les points d'inflexion des courbes du troisième 


degré. 
d61. Nous commencerons par établir, à l'égard des 
courbes du troisième degré, quelques propositions gé- 
nérales sur lesquelles nous aurons à nous appuyer. 
Rappelons d’abord que le système formé d’une conique 
et d’une droite, ou le système de trois droites, constitue 
une variété des lignes du troisième degré. 
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LEMME I. — Jeux courbes du troisième degré se 
coupent généralement en neuf points. 


Cette proposition se déduit immédiatement du théo- 
rème de Bézout sur le degré de l'équation finale qui ré- 
sulte de l'élimination d’une inconnue entre deux équa- 
tions. 


062. Lee IL. — Veuf points suffisent, en général, 
pour déterminer une courbe du troisième degré. 

Il y a effectivement dix termes dans l'équation géné- 
rale des courbes du troisième degré. Le coefficient de 
l'un de ces termes peut être choisi arbitrairement, etil 
reste alors neuf coefficients indéterminés dont on peut 
disposer de manière à assujettir la courbe à passer par 
neuf points donnés. On obtient ainsi neuf équations du 
premier degré entre les coefficients inconnus; en gé- 
néral, ces équations admettent une solution unique, et, 
par suite, on ne peut généralement faire passer qu'une 
seule courbe du troisième degré par neuf points 
donnés (1). 


CoroLLaIRE. — Si u — 0, y — o sont les équations en 
coordonnées rectilignes de deux courbes du troisième 
degré, l'équation générale des courbes du troisième 
degré qui passent par les points communs aux courbes 


donnees sera 
p+ }u = 0, 


À désignant une constante indéterminée. 


D'abord rl est évident que l'équation vu + ÀÂu = 0 re- 


(*) Dans ses belles recherches sur les courbes du troisième et du qua- 
trième degré (voir les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XX VI, 
p. 943, et t. XX VII, p. 272, 437 et 472), M. Chasles a fait connaître deux 
méthodes remarquables pour construire la courbe du troisième degré qui 
passe par neuf points donnés. 
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présente une courbe qui passe par les points d’intersec- 
tion des courbes données. En second lieu, soit C l’une 
quelconque des courbes du troisième degré qui passent 
par ces neuf points ; prenons sur cette courbe un point 
quelconque M qui n’appartienne pas aux courbes don- 
nées et désignons par v,, u, ce que deviennent » et u, 
pour le point M. Si l’on détermine À par la condition 
Vi +Âu, —0o, la courbe représentée par l'équation 
v + Àz = 0 passera par le point M; cette courbe ayant 
ainsi dix points communs avec la courbe C, elle coïncide 
avec elle. 

La démonstration précédente ne s'applique pas au cas 
où les lieux des équations u— 0, » — 0 auraient une 
droite commune ou une conique commune. Mais, dans 
ce cas, on a 

Up) AU TU: 
= 0, u = o représentent des droites ou des coniques, 
et # + Au! = o représente toute droite et toute conique 
qui passe par leurs points d’intersection. Il s'ensuit que 
6 + Àu = 0 représente encore toutes les courbes du troi- 
sième degré qui passent par les points communs aux 
proposées. 


563. Lemme III. — Soient AÀ,, AÀ:, Az, À,, As, As, 
A:, As, Ao les neuf points d'intersection de deux 
courbes du troisième degré données; on peut faire 
passer par sept quelconques de ces points une infinité 
de lignes du troisième ordre qui ne passent par aucun 
des deux autres points. 


Considérons les sept points 
A;, À») À, A, À;, A À; 


Si trois d’entre eux, A,, A», A3, par exemple, sont en 
ligne droite, 1l existera trois systèmes formés de deux 
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droites tels, que chaque système renferme les quatre 
points A,, A;, A4, A7. L'une de ces six droites peut 
passer par À, ou par A,, mais elle ne saurait contenir 
en même temps ces deux points, car une courbe du 
troisième degré ne peut avoir plus de trois points en ligne 
droite; donc, parmi nos trois systèmes de droites, il y en 
a au moins un qui ne renferme aucun des points As, Ao. 
Ce système constituera, avec la droite A, A,A,, une 
ligne du troisième ordre qui remplira la condition 
énoncée. 

Si, parmi les six points considérés, 1l y en a six qui 
soient sur une conique, cette conique n’aura aucun autre 
point commun avec l’une ou l’autre des courbes données, 
et par suite elle ne passera ni par A4 ni par À,. Si donc 
on joint à cette conique une droite arbitraire menée par 
le septième des points considérés et qui ne passe ni par 
A; ni par A9, on aura une ligne du troisième ordre qui 
remplira encore la condition énoncée. 

Supposons maintenant que parmi les sept points con- 
sidérés il n’y en ait pas six sur une conique ni trois en 
ligne droite. Joignons le point A; aux six autres; parmi 
les six droites obtenues, 


À; À;, À; A>, A; À, A, À: A A, A5 A; 


ilne saurait y en avoir plus d’une passant par A4, ni plus 
d’une passant par À, ; on peut donc supposer que 


À; À;, A, À;;, A; À>, À; A; 


ne passent ni par À4 ni par A9. Pareillement, si l’on joint 
le plan A; aux points A3, À,, A;, on obtiendra les trois 


droites 
À À À, A6 En A5 


parmi lesquelles il s’en trouvera une au moins qui ne 
passera n1 par A4 n1 par A4. D'où il suit que, parmi les 


are 
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sept points considérés, on peut toujours en trouver trois 
A5 À A;; 


par exemple, tels que les droites qui joignent ces points 
deux à deux ne passent par aucun des points As, Ao. 

Cela posé, considérons les lignes du troisième ordre 
formées respectivement des coniques qui passent par 
A; À», A3, Az A5; A1, Ao, A3, A, As; A, A», As, As À 


et des droites 
FU ENS ET 0 


L'une des coniques peut contenir l’un des points As, Ao, 
mais non pas ces deux points à la fois, car une conique 
ne peut rencontrer une ligne du troisième ordre en plus 
de six points. D'ailleurs deux de nos coniques ne peu- 
vent avoir que les seuls points communs A,, À», As, À; 
donc l’une d'elles au moins, A, A, A;A,A;, par exem- 
ple, ne contient ni À, ni A4. En joignant à cette co- 
nique la droite AÇA;, on formera une ligne du troisième 
ordre remplissant la condition énoncée. 

Ainsi, dans tous les cas, nous savons trouver une ligne 
du troisième ordre qui passe par les sept points consi- 
dérés et qui ne contient aucun des deux autres points. 
Soit 

ww = O 
l’équation de cette ligne relativement à deux axes coor- 
donnés. Soient aussi 


les équations des courbes données, & et à deux con- 
stantes arbitraires ; 1l est évident que l’équation 


au + bb+æw—o 


représentera une infinité de courbes du troisième degré, 
qui toutes rempliront la condition énoncée. 
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064. Taéorime I. — Toute courbe du troisième degré, 
qui passe par huit des neuf points d'intersection de 
deux courbes du troisième degré données, passe égale- 
ment par le neuvième point d’intersection de ces deux 
courbes. 


Soient let [”, les deux courbes du troisième degré don- 
nées. Supposons qu'on se propose de faire passer une 
courbe du troisième degré par les neuf points d’inter- 
section des courbes L et F, ; les neuf équations linéaires 
que doivent vérifier les coefficients de l’équation de la 
courbe inconnue admettront les deux solutions relatives 
aux courbes Let l, qui satisfont au problème. Il s'en- 
suit que le système de ces neuf équations est indéter- 
miné ; d’ailleurs huit quelconques d’entre elles sont dis- 
tinctes, d’après le lemme III, et en conséquence elles 
entraînent nécessairement la neuvième. On peut con- 
clure de là que, si l’on assujettit une courbe du troisième 
degré T, à passer par huit des points communs aux 
courbes F et T,, et que, pour achever de la déterminer, 
on se donne une nouvelle condition arbitraire, la courbe 
l', passera nécessairement par le neuvième point d’in- 
tersection des courbes let l,. 


Corozrarre Î. — Sr trois des neuf points d'intersec- 
tion des deux courbes du troisième degré sont en ligne 
droite, les six autres points d'intersection sont situés 
sur une conique. 


En effet, la droite qui passe par les trois premiers 
points d’intersection des courbes données F et T,,etla 
conique qui passe par cinq des six autres, forment une 
ligne du troisième degré qui passe par le neuvième point 
d’intersection des courbes let T, ; donc la conique passe 
par ce neuvième point, car une courbe du troisième 
degré ne peut avoir quatre points en ligne droite. 
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CorozLaire Il. — S: six des neuf points d’intersec- 
tion de deux courbes du troisième degré sont situés sur 
une conique, Les trois autres points d’intersection sont 
en ligne droite. 


En effet, la conique qui passe par les six premiers 
points d’intersection et la droite qui passe par deux des 
trois autres forment une ligne du troisième degré qui 
passe par le neuvième point d’intersection ; donc la 
droite passe par ce neuvième point, car une conique ne 
peut avoir plus de six points communs avec une courbe 
du troisième degré. 


CorozLairE III. — S5 trois des neuf points d’inter- 
section de deux courbes du troisième degré sont en ligne 
droite, et que trois des six autres soient aussi en ligne 
droite, les trois derniers seront pareillement en ligne 
droite. 


Ce corollaire est évidemment un cas particulier du 
précédent. 


565. Les propositions que nous venons d’établir con- 
duisent à un grand nombre de conséquences intéres- 
santes ; mais, pour ne pas trop nous écarter de notre 
sujet, nous nous bornerons à montrer comment on en 
déduit immédiatement le théorème connu de Pascal, re- 
latif à l'hexagone inscrit dans une conique. On sait que 
ce théorème consiste en ce que: 


Si un hexagone est inscrit dans une conique, les points 
de rencontre des côtés opposés sont en ligne droite. 


En effet, soient À, B, C, D,E, F les sommets de l’hexa- 
gone ; soient M, N, P les points d’intersection des côtés AB 
et DE, BCetEF, CD et FA. Les lignes du troisième ordre 
formées, l’une des droites AB, CD, EF, l’autre des 
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droites BC, DE, FA, se coupent aux neuf points À, B, 
CG, D,E,F, M, N, P. Or les six premiers points sont une 





conique ; donc les trois autres sont en ligne droite, ce 
qu’il fallait démontrer. 


966. THéorëME Il. — La droite qui joint deux points 
d ’inflexion d'une courbe du troisième degré rencontre 
La courbe en un troisième point d ‘inflexion. 


Soient À et A’ deux points d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré F, et supposons que la droite AA’ ren- 
contre la courbe F au troisième point A”; je dis que A’ 


g’ 


D' 


[ap] 


est un point d’inflexion. En effet, menons par le point À 
une sécante quelconque qui rencontre de nouveau la 
courbe aux points B et C; par le point À une seconde 
sécante quelconque qui rencontre de nouveau la courbe 
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aux points Bet C/; joignons BB’ et CC’, qui rencontrent 
de nouveau la courbe aux points B” et C/ respectivement; 
joignons enfin A”B”. La ligne du troisième degré formée 
des trois droites ABC, A’B'C’ e: A’B passe par huit des 
points d’intersection de la courbe let dela ligne du troi- 
sième degré formée de droites AA’A/, BB'B”, CC'C/:. 
elle passera donc par le neuvième point d’intersection C/; 
et, comme une courbe de troisième degré ne peut avoir 
quatre points en ligne droite, il faut nécessairement 
que les trois points A”, B”, C” soient en ligne droite. 
Imaginons maintenant que les sécantes BC et B’C tour- 
nentrespectivementautourdes points À et À’, de manière 
à devenir tangentes à la courbe ; comme A et A’ sont 
deux points d’inflexion, les points B et C se confondront 
avec À à la limite : pareïllement, B’ et C’ se confondront 
avec À’; donc les droites BB’B/ et CC/C/ coïncideront 
avec AAA”, et, par suite, les trois points d’intersection 
de la courbe avec la sécante A”B/C/ se confondront en 
un seul A”, qui est ainsi un point d’inflexion. 


Remarque. — Bien que la forme de ce raisonnement 
soit géométrique, 1l est évident qu’il s'applique au cas 
des points imaginaires comme à celui des points réels. 


967. Taéonëme IL. — Le nombre des droites qui 
passent chacune par trois points d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré donnée est égal à douze. 
Ces douze droites forment quatre systèmes composés 
chacun de trois droites, et les neuf points d’inflexion 
de la courbe sont trois à trois sur les trois droites de 
chaque système. 

Si l’on joint par des droites l’un des points d’inflexion 
de la courbe à chacun des huit autres, il est évident que 
ces huit droites se réduiront à quatre distinctes, puisque 
la droite qui passe par deux points d’inflexion passe 

S. — Alg, sup., I. 39 
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aussi par un troisième, et que, d’ailleurs, quatre points 
d'inflexion ne sauraient être en ligne droite. Donc, parmi 
les droites qui joignent les neuf points d’inflexion trois 
à trois, il y en a toujours quatre qui passent par l’un 
quelconque de ces points. En comptant quatre droites 
pour chaque point d’inflexion, on aura 4 X 9 ou trente- 
six droites; mais alors il est clair que chaque droite se 
trouve prise trois fois, et, par suite, ces trente-six droites 
se réduisent à douze distinctes. 

Considérons l’une des quatre droites qui passent par 
un même point d’inflexion; cette droite renferme trois 
points d'inflexion, et par chacun de ceux-ci passent seu- 
lement trois autres de nos douze droites; donc, parmi 
ces douze droites, il y en a deux quine passent par aucun 
des trois premiers points. L'une d’elles contient ainsi 
trois nouveaux points d’inflexion, et les trois derniers 
points seront alors sur l’autre droite, puisque les neuf 
points sont communs à deux courbes du troisième degré 
(n° 564, corollaire IfT). On peut conclure de là que les 
douze droites considérées forment quatre systèmes de 
trois droites passant par les neuf points d’inflexion. 


568. Pour reconnaître la loi de la distribution des 
neuf points d’inflexion sur les douze droites dont il vient 
d’être question, on peut employer avec avantage la con- 
sidération des imaginaires que Galois a introduites dans 
la théorie des nombres. Nous désignerons les points dont 
il s’agit par une même lettre affectée d’un indice sus- 
ceptible de prendre neuf valeurs distinctes, et nous 
adopterons, pour les valeurs de cet indice, les neuf ra- 
cines ai + b de la congruence 


—i=0o (mod. 3) 
L'une de ces racines est zéro et les huit autres sont con- 
grues aux puissances d'une racine primitive de la con- 
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gruence 

8—1—=0o (mod. 3). 
Celle-ci a quatre racines primitives ‘: ce sont les racines 
des deux congruences irréductibles 


—i—i1=0, +i—i=o (mod.3) 


Nous désignerons par z une racine de la première, et 
l'on aura en conséquence 
æ=it+i (mod.3), 
d’où 
B—oiH+I, Ê—Ii+o, 
= 2, Ft; (mod.3). 


Ê—=2i, Br, 


Cela posé, considérons l’un des quatre systèmes de 
trois droites qui passent par les neuf points d’inflexion, 
et attribuons aux points situés sur ces droites les indices 
des trois lignes respectives du tableau suivant: 


| DRE 2, 
(1) PRINCES 1-10, 
| DRE ERT RIRE TZ: 

Pour former les combinaisons des indices qui répon- 
dent à l’une quelconque des neuf lignes restantes, il faut 
prendre trois indices appartenant respectivement aux 
trois lignes du précédent tableau, et, comme rien ne dis- 
tingue entre eux les trois points situés sur l’une des 
droites du premier système, on peut supposer que les 
lignes verticales du tableau (1) répondent chacune à trois 
points situés sur la même droite. On aura donc ce 
deuxième système | 

O7 21 
(2) 1, É+I, 22+1, 
| DNA FL DID 
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Maintenant, dans chacun des deux derniers systèmes 
qu'il reste à former, les indices qui répondent à une 
même droite doivent appartenir à trois lignes horizon- 
tales distinctes de l’un et de l’autre des tableaux (r1)et(2). 
Alors on a les deux combinaisons suivantes, qui sont les 
seules possibles, savoir : 


O0, +1, 22 +2, 
(3) 1, +2, 2i, 
AN 2i+ 1, 
Ci 
te i+2, 21+ 1, 


(4) CI, à, 2i +2, 
( 2, i+ I, 26, 

Si l’on remplace chaque expression ai + b par la puis- 
sance de i qui lui est congrue, on trouvera que les in- 
dices relatifs à nos quatre systèmes de droites seront re- 
présentés généralement par 

O, HE RER. 
(5) in+i RER LE 


NH MH sm +6 
4 (4 sue n 


si l’on attribue successivement à m quatre valeurs con- 
sécutives quelconques, par exemple, o, 1, 2, 3. 

Quant aux indices relatifs aux neuf faisceaux de quatre 
droites qui ont leurs sommets aux divers points d'an- 
flexion, 1ls seront représentés par 
Z, 2HI, Zz + 24, 

Z, z+i Zz + 20 

(6) : j 
Lio ZEUS EF 2 RE 
Z, ZHIi+2, Z2+2i +1, 


z devant recevoir successivement les neuf valeurs de la 
forme ati + b. 
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569. Taéorime IV. — Parmi les neuf points d’in- 
flexion d'une courbe du troisième degré réelle, il y en a 
toujours trois réels et six imaginuires. 

D'abord les neuf points d’inflexion ne peuvent pas être 
tous réels. En effet, admettons qu'ils le soient, et consi- 
dérons le triangle OMN formé par les trois droites de 


M N A 
l’un des quatre systèmes dont nous avons établi l’exis- 
tence. Supposons, par exemple, que les côtés MN, NO, 


OM constituent le premier système de quatre droites et 
que ces côtés contiennent respectivement les points 


As Ai, As 
À;, À;+1 , Àj+s) 
Aoi Aoi+1 Asi+o. 
En appliquant la propriété connue des transversales au 
triangle OMN coupé par les trois droites issues du point 
A, savoir: 
Ào À; Ai A, À;4 Aoi+es A À ;+e Aoitts 
on trouve 
MA, NA; OA; 1 
NASUOA TA SANT.E 
MA; NA;41 OAi;+o 
NA OA: MA;;+9 
MA, NA,;+ OA ,5#1 
NA, OA;,: MA+ 
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et, en multipliant, on a 


MAo\® MAMA. MAsiss … OA. OA OA 
Es gi OA;;.OA;;41 - OA NA; NA NA 
Il est évident qu’on trouvera la même valeur pour 
Ge) et (e) | en appliquant le même théorème aux 
NA, NA, 
droites issues des points À, et À, ; on a donc 


MA  /MA;\®  /MA,\: 
NAS /20 UN AS SRRUN 20 
Les points considérés étant supposés réels, la précé- 
dente égalité exige que l’on ait 








MAs MA, MA, 


NA, NA NA’ 





ce qui est évidemment impossible. 

Cela posé, considérons le faisceau obtenu en joignant 
un point d’inflexion imaginaire aux autres points; l’une 
quelconque des quatre droites de ce faisceau coupe la 
courbe du troisième degré en deux points d’inflexion qui 
ne peuvent être réels tous les deux, ni imaginaires con- 
jugués. L'une de ces droites contiendra le point conjugué 
du sommet du faisceau avec un point réel; chacune des 
autres contiendra au moins un nouveau pointimaginaire, 
et, comme le nombre des points imaginaires est pair, 1l 
sera au moins égal à 6. Enfin, la droite qui passe par 
deux points imaginaires conjugués étant réelle, chaque 
couple de pareils points exige nécessairement un point 
d’inflexion réel, d’où il résulte qu'il y a toujours trois 
points d'inflexion réels et six imaginaires. 

REMARQUE. — On pourrait faire à ce théorème l’ob- 


jection que voici. On suppose que chacune des droites 
qui passent par deux points d’inflexion imaginaires 
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conjugués coupe la courbe en un troisième point d’in- 
flexion réel, et, comme il y a trois droites de cette nature, 
nous avons dit qu’il était nécessaire que le nombre des 
points réels fût 3 et que le nombre des points imaginaires 
fût 6. S'il en était autrement, au lieu de trois droites 
réelles, on aurait quatre droites réelles joignant le point 
d’inflexion réel et contenant chacune deux points d’in- 
flexion imaginaires conjugués ; or il y a une infinité de 
courbes du troisième degré pour lesquelles trois points 
d’inflexion sont réels; par exemple, la courbe dont 


LT À or . ‘re : 
—; —) désignent les coordonnées rectilignes, et qui a 
Zz 3 
pour équation 
x — xz? 


De 3x? + 22? 


est rencontrée par l’axe des abscisses en trois points 
d'inflexion réels, ce qui est contraire à notre hypo- 
thèse. 


970. Taéorème V.— Si, par un point M d’une courbe 
du troisième degré TV, on mène trois droites qui ren- 
contrent de nouveau la courbe aux points À et B, CetD, 
E et F respectivement, les six points À, B, C, D, E, F 
seront sur une conique, toutes les fois que M sera un 
point d'inflexion de la courbe T'; et réciproquement, 
si les points À, B, C, D, E, F sont sur une conique, le 
point M sera nécessairement un point d'inflexion. 


En effet, menons par le point M une sécante qui ren- 
contre de nouveau la courbe Ten M’ et M”, puis joi- 
gnons M'C, M'E qui rencontrent de nouveau la courbe 
en D'et F'respectivement. Les neuf points 


MMM SM NA, CE MDTE 


sont sur la courbe et sur la ligne du troisième degré 
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formée des droites 
MAB, M'CD', M’EF'; 


d’ailleurs les points M, M’, M” sont en ligne droite : donc 


les six points 
AB, GHESD'aE 


sont sur une conique. 
Cette conclusion subsiste quelle que soit la sécante 
MM'M”; faisons tourner celle-ci autour du point M, 





jusqu’à ce qu’elle devienne tangente à la courbe T. Les 
points M’ et M” se confondront avec M, à la limite, si 
celui-ci est un point d’inflexion; alors M'CD' et M'EF" 
viennent respectivement coïncider avec MCD et MEF. 
Donc les six points 


AB, CHDSE EE 


sont sur une conique. 

Mais, si M n'est pas un point d’inflexion, quand la 
droite MMM deviendra tangente à la courbe F', l’un 
des points M’, M” seulement se confondra avec M, et 
l’autre point, M’ par exemple, tendra vers une posi- 
tion limite M, ; pareillement le point F’ coïncidera avec 


mA 
ag” 
AT 
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F et le point D’ aura une certaine position limite D. 
Les six points A, B,E, F, C, D, sont sur une conique, 





F 


et celle-ci ne peut contenir le point D; car autrement 
elle aurait sept points communs avec la courbe T. 


CorozLarre I. — 1, par un point M d’une courbe du 
troisième degréT, on mène des sécantes à cette courbe, 
et qu'on prenne sur chaque sécante la moyenne harmo- 
nique entre ses deux segments, les points de division 
ainsi obtenus seront en ligne droite, toutes les fois que M 
sera un point d'inflexion; et réciproquement, si le lieu 
des points harmoniques est une ligne droite, le point M 
sera un point d'inflexion de la courbe T. 


En effet, si M est un point d’inflexion et qu’on mène 
trois sécantes MAB, MCD, MEF, les points À, B, C, D, 
E, F sont sur une conique, et la polaire du point M, par 
rapport à cette conique, coupe chaque sécante en un 
point dont la distance à M est la moyenne harmonique 
des deux segments de la sécante. 

Mais, si M n’est pas un point d’inflexion et qu’on mène 
en M la tangente MM,, qui rencontre de nouveau la 
courbe en M,, et qu’on joigne M, C qui coupe de nou- 
veau la courbe en D,, les points À, B, E, F, C, D, se- 


ront sur une conique qui coupera la droite MC en un 
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point D différent de D,. La polaire du point M par rap- 
port à la conique coupe chaque sécante MAB, MEF, 
MCD’ en un point dont la distance à M est la moyenne 
harmonique des segments de la sécante, et il est évi- 
dent que la même chose ne peut pas avoir lieu à l'égard 


des segments MC, MD. 


Cororraire Il. — Les neuf points d’inflexion d'une 
courbe du troisième degré donnée sont aussi les points 
d'inflexion de toutes les courbes du troisième degré 
qui les contiennent tous. 


En effet, soit M un point d’inflexion d’une courbe du 
troisième degré T. Considérons le faisceau de quatre 
droites issues de M et qui renferment chacune deux 
nouveaux points d’inflexion. Si l’on prend, sur chaque 
rayon, la moyenne harmonique des segments, les quatre 
points de division seront en ligne droite, d’après le co- 
rollaire I, et, en raison de “ette circonstance, le point 
M sera point d’inflexion pour chacune des courbes du 
troisième degré que l’on peut faire passer par les neuf 
points d’inflexion de la courbe donnée. 


CorozLarre III. — S1 u désigne une fonction entière 
et homogène du troisième degré de trois variables, que 
la caractéristique À représente généralement le déter- 
minant d’une telle fonction, et que À soit une constante 
quelconque donnée, on aura identiquement 


A(àu + Au) — Au + BAu, 
À et B étant des constantes. 


En effet, l'équation u — o représente une courbe dont 
les points d’inflexion sont aussi sur la ceurbe qui a pour 
équation Au — 0. Pareillement, si l’on veut avoir les 
points d’inflexion de la courbe qui a pour équation 


1u + Au = 0, 
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il faudra joindre à cette équation 
A (À u + Au) 0: 


or, d’après le corollaire II, celle-ci représente une courbe 
qui passe par les neuf points communs aux courbes 
u — 0, Au — 0; donc son équation est de la forme 


mu+Au—o ou Au<+BAu—=o. 
On aura par suite, identiquement, 
A([Au + Au) — Au + BAu, 


en déterminant convenablement les constantes À et B. 

La proposition contenue dans le corollaire IIT est due 
à Hesse; le corollaire I et le théorème lui-même sont 
dus à M. Chasles, et c'est M. Hart qui en a tiré le pre- 
mier les conséquences que nous venons de présenter (1). 


971. Tuéorime VI. — Les coordonnées rectilignes 
de chacun des neuf points d’inflexion d'une courbe du 
troisième degré sont exprimables par des fonctions 
algébriques explicites des coefficients de l'équation de 
la courbe. 


En effet, soit 
(1) u— 0 


l'équation d’une courbe du troisième degré. Les neuf 
points d’inflexion de cette courbe sont aussi, comme on 
l’a vu, sur la courbe du troisième degré qui a pour 
équation 4 Ue 

AU=10; 


en sorte que, si À désigne une constante indéterminée, 


(*) Poir, à ce sujet, une Note de M. Salmon, insérée dans le 
tome XXXIX du Journal de Crelle, p. 365, 
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l'équation 
(2) Àu + Au —0 


représentera généralement toutes les courbes du troi- 
sième degré qui passent par les neuf points d’inflexion 
de la proposée. Or nous avons vu qu'on peut faire passer 
par ces neuf points quatre lignes du troisième degré 
formées chacune de trois droites ; donc il y a quatre va- 
leurs de À pour lesquelles l'équation (2) se décompose 
en facteurs linéaires. En outre, d’après le corollaire III 
du précédent théorème, on a identiquement 


Afku + Au) = Au + B Au, 


À et B étant évidemment des fonctions entières de À du 
troisième degré. Or, si l'équation Àu + Au = 0 repré- 
sente trois droites, l'équation A(Au + Au) =o ou 
Au+ BAu— o représentera aussi les mêmes droites 
(n° 560); donc, dans cette hypothèse, on a 


(3) A—)1B—o{t). 


Si l’on résout cette équation du quatrième degré en 
À, que l’on prenne pour À l’une quelconque de ces ra- 
cines et qu’ensuite on résolve l’équation (2) par rapport 
à l’une des coordonnées, on trouvera nécessairement 
que les trois valeurs de cette coordonnée sont des fonc- 
tions linéaires de la deuxième coordonnée. La décom- 
position de l'équation (2) en facteurs linéaires étant 
ainsi effectuée, on aura les équations de trois droites 
contenant chacune trois des neuf points d’inflexion de 





(*) Dans un beau Mémoire publié au tome XXXIX du Journal de 
Crelle, M. Aronhold a obtenu effectivement cette équation du quatrième 
degré en À sous une forme bien remarquable, Car les coefficients s’ex- 
priment par deux fonctions seulement des coefficients de l'équation 
de la courbe proposée. 


à 
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la proposée, et, pour avoir les coordonnées de ces neuf 
points, il suffira de chercher successivement les solutions 
communes à l'équation (1) et à l'équation de chacune 
des trois droites, ce qui exigera seulement la résolution 
de trois équations du troisième degré à une inconnue. 
Il s'ensuit que les coordonnées des neuf points d’in- 
flexion sont exprimables par des fonctions algébriques 
explicites des coefficients de l’équation proposée. 


ConozLaire. — L'équation du neuvième degré qui a 
pour racines les abscisses des points d’inflexion d'une 
courbe du troisième degré est toujours résoluble alge- 
briquement. 


Sur un théorème de Steiner relatif aux courbes 
du troisième degre. 


572. Si u désigne une fonction homogène du degré 7 
des trois variables x, y, z, l'équation 
(x) = 0 
représentera une courbe du degré n dont les coor- 


; as oy 
données seront =» 2: 


Z Z 


L’équation de la tangente en un point (x, y, z) de la 
courbe (1) est 


X LA ESC AR pe 
has LPC T TARTE FT 


si l’on ajoute le terme 


qui est identiquement nul, la précédente équation pren- 
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dra la forme: 


du du du 
2 _— Ne — 
| ) HAE ÿ AE 95 
à cause de 
re ssl du e u © ex 
C Ta JF dy px AU 


Si les quantités X, Y, Z se rapportent à un point 
donné M, l'équation (2) représentera une courbe du 
degré n — 1, et cette courbe coupera la proposée en 
n(n—:1) points. Il s'ensuit que, par le point donné M, 
on peut mener en général 7(n—1) tangentes à la 
courbe (1). 

Dans le cas de 7 — 2, l’équation (2) représente une 
ligne droite qui est la polaire du point M par rapport à 
la conique (1); cette équation (2) ne change pas quand 
on remplace X, Ÿ, Z par x, y, z, et inversement. En 
effet, si l’on pose, comme au n° 558, 


du % d'u du ; 
sr — U:;,i;, 7 2 — Uo,s: mr 
dx? : dy? * dz? ire 
du du d'u 


a mm LÉ, EL ge = (4 
dy dz 29 Ardz 9 drdy d:hE 
on aura, dans le cas de n — 2, 
: ou 
nm À (Ue LE 34 
dx 1,1 à À 1,2 1,39 
—— = LUos,] + YU + ZU 
dy 2,1 TJ Us,s 2,39 
ge Cr + 
— — Tru u zu 
FE 3,1 TJ Us,e 3,39 


et, comme les quantités u4,,, Wy,», ... sont 1c1 des con- 
stantes, il suffit de substituer les expressions précédentes 
dans l'équation (2), pour justifier notre assertion. 
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573. Considérons maintenant le cas de n — 3; l’équa- 
tion (2) représentera une conique qui déterminera sur 
la courbe proposée les points de contact des six tan- 
gentes qu'on peut lui mener par le point donné. Pour 
abréger, je représentera cette équation (2) par 


PE 0: 


et le centre de la conique sera déterminé par les équa- 


tions 
dv dv 


RS OM EE 0: 
dx ed r 
D'après cela, si l’on veut avoir la condition pour que 
la conique (2) se réduise au système de deux droites, il 
suffira d'exprimer que les trois équations précédentes 
sont satisfaites par les mêmes valeurs de x et de y. Or 
* , . , . 4 dv 
les dernières équations réduisent p = 0 à 7, = 03 donc 
Z 
la condition demandée s’obtiendra en éliminant x cpx 
entre les trois équations du premier degré 


do dv dv 


ROSES Ale TR ŸE 


Ces équations se déduisent de l'équation (2)en rempla- 


du du du à 

— —» — > SuCCessivement; donc, 
dx dy dr 

d’après ce qui a été dit plus haut, elles ne changeront 
pas si l’on y remplace X, Y, Z par x, y, z, et inverse- 
ment. On pourra ainsi leur donner cette forme : 


çant dans celle-ci u par 


LU; 1 HU: R2zUi,s —0: 
(3) TÜs,1 + Y Us,s + 2U,s —=0;, 
TÜs,1 + Us,e + 2U3,3 = 0, 


en représentant par U, Ü,,1, Ü,,2, .… ce que deviennent 
U, Ua 4,2, quand on écrit X, Ÿ, Z au lieu de x, y, z. 
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Maintenant l’élimination de x et de y entre les équa- 
tions (3) donne 


(4) AU — 0, 
AU étant le déterminant de U; on a ainsi ce théorème : 


Taéorime I. — Soient u une fonction entière et homo- 
gène du troisième degré des variables x, y, z, et Au 
le déterminant de u. Soient aussi U et AU ce que de- 
viennent u et Au quand on écrit X, Y, Z au lieu de 
x, Y, z. Pour que les points de contact des six tangentes 
menées à la courbe u = o par le point (X, Y, Z) soient 


situés sur deux droites, il faut et il suffit que l’on ait 


AUD. 


Et il en résulte cette conséquence importante : 


Conozraire. — Par un point d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré on peut mener à cette courbe 
trois tangentes indépendamment de celle qui touche la 
courbe au point d'inflexion, et les points de contact de la 
courbe avec ces trois tangentes sont en ligne droite. 


574. Les considérations qui précèdent nous permet- 
tent d'établir le théorème suivant, que Steiner a publié 
sans démonstration dans le tome XI du Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées. 


TaéorÈme Il. — Une courbe du troisième degré con- 
tient en général 27 points en chacun desquels elle peut 
avoir un contact du cinquième ordre avec une conique. 
L'équation du vingt-septième degré qui détermine ces 
27 points est toujours résoluble algébriquement. 

En effet, soit P un point de la courbe donnée; me- 


nons PM tangente à la courbe en P, et rencontrant de 
nonveau celle-ci en M. Menons enfin, par le point M, 
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trois sécantes qui rencontrent la courbe aux points À. 
et B, Cet D, Eet F respectivement. 





nee 


S1 le point M est un point d’inflexion, les six points 
À, B, CG, D, E, F seront sur une conique (n° 570), et si 
l'on fait varier ces sécantes de manière qu'elles tendent 
toutes les trois vers la limite MP, la conique varicra, 
et, à la limite, elle aura, avec la courbe donnée, six points 
communs confondus en un seul; il y aura donc en P 
contact du cinquième ordre. 

Mais, si le point M n’est pas un point d'inflexion, la 
conique déterminée par les cinq points B, C, D, E, Fne 
passera pas par le point À, quelque voisine de MP que 
soit MAB, et elle coupera la courbe donnée en un 
sixième point À’; donc, quand on arrivera à la limite, 
la conique deviendra osculatrice en P à la courbe don- 
née, comme dans le premier cas; mais elle coupera celle- 
ci en un nouveau point, et elle aura seulement avec elle 
un contact du quatrième ordre. 

Il résulte de là que les points P, qui possèdent la pro- 
priété contenue dans l’énoncé du théorème, sont Îles 
points de contact des tangentes menées à la courbe don- 
née par ses divers points d’inflexion; et puisque, par 
chaque point d’inflexion, on peut mener trois tangentes, 
le nombre total des points P est 3 X< 9 ou 27. 

Enfin, les coordonnées des points d'inflexion sont 


S. -- Alg. sup., 40 


626 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


exprimables par des fonctions algébriques explicites des 
coefficients de l’équation qui représente la courbe don- 
née; en outre, la détermination des trois points P qui 
répondent au même point M dépend seulement d’une 
équation du troisième degré. Donc l'équation du vingt- 
septième degré, dont dépend larecherche des 27 points P, 
est toujours résoluble algébriquement. 


Propriete de l'équation du neuvième degré qui a pour 
racines les abscisses des points d'inflexion d'une 
courbe du troisième degré. 


019. SOI 
(3) net à 
l'équation d’une courbe du troisième degré entre les 
| +: LAnT 
coordonnées rectilignes - et —; nous avons vu que les 
Z Z 


points d’inflexion de cette courbe sont sur une seconde 
courbe du troisième degré, 


(2) Au = 0. 


Si l’on élimine y entre les équations (1)et (2), on obtient 
une équation 


(3) VE=IO0S 
homogène par rapport à x et z et du neuvième degré. 


, : ; x À 
Cette équation, dont les racines - représentent les ab- 


< 


scisses des points d’inflexion, est toujours résoluble al- 
gébriquement, comme nous l'avons démontré plus haut. 
Mais il existe, entre les racines de l’équation (3), des 
relations remarquables que nous allons faire connaître, 


Le Ê dmne cn “ec 
. 
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d’après Hesse, et desquelles ce géomètre a déduit la 
résolubilité par radicaux de l'équation (3:}: 


Remarquons d’abord que la valeur de Y correspondant 
Z 


Fe ; à : 
de l'équation (3) peut s'exprimer en 


_ 
3 


à chaque racine 


: Ë Œ nm 
fonction rationnelle de — et des quantités connues de 


l'équation (1). Cela résulte immédiatement de la mé- 
q 
thode que nous avons exposée au n° 73 pour la résolu- 
tion de deux équations simultanées. D’après cela, les 
coordonnées de chaque point d’inflexion de la courbe 
proposée doivent satisfaire à une même équation de la 
forme 
& À £ 
(4) LE (2) 
Z Z 
où F désigne une fonction rationnelle. 
. . FY de ‘ K 44 r 
Soient maintenant =, ?° et 71, Y1]es coordonnées de 
Zo Zo 31  Z1 
deux points d’inflexion de la courbe (1): la droite qui 
P ; 
passe par ces deux points aura pour équation 








NE Mat AL 

Z Zo __Z Z9 

—————— L) 

RS UE A EE 

Zz Z; Z Z4 
21 


En désignant par — À — la valeur commune des deux 
Z0 


membres, 1l vient 
L 
ES (20 + 1) = Le + Ed 


C2 


z (20 —+ À “ — Ÿ'9 —- À PA 
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on peut disposer de z de manière que l’on ait z=z9+2 24, 
et l’on voit alors que notre droite pourra être repré- 
sentée par les trois équations suivantes : 


(5), = Ft, Yo + NS 2 = ha: 


Au moyen de ces équations, on obtiendra tous les points 
de la droite en donnant à À toutes les valeurs possibles. 
Or, d’après le théorème de Maclaurin démontré au 
n° 566, cette droite coupe la courbe (r) en un troisième 
point d’inflexion ; pour avoir la valeur de À qui convient à 
ce troisième point, il suffit de porter dans l’équation (1) 
les valeurs de x, y, z tirées des équations (5), et de 
résoudre ensuite l’équation obtenue ainsi, par rapport 
à À. Par cette substitution 1l vient 


NeanLe du Se du ue du 
(a 0 | æs 5e : a dy}, a (Tr ; 
Ms du du du\ 5 
À)” Hi + & : DE Z ASE —— 
je pi dx TA dy Ru °\ az 1 7 (æ) st 


les indices o et 1 indiquant que, dans les expressions qui 





me 


en sont affectées, on doit mettre x6, Yo, Zo OU æ1, V4, 24 
à la place de x, y, z. En effet, 1l résulte immédiatement 
de la formule de Taylor qu'après la substitution les 
deux premiers termes de u sont 


“IE du du du du NI 
(&)o + À] x ns Re dy) 5" 2 V2 


et il est évident que les deux derniers termes doivent se 


déduire de ces deux-c1, en changeant xo, Yo» Zo, Æ1;, 


I 1 1 
Pr Za EN ÂX1) AY ÀZy; 3 Toy WALES Z0°+. 


Si l’on supprime les termes (uw), et (uw), qui sont 
nuls, l'équation (6), divisée par À, donne la valeur sui- 
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vante de À : 


du ) Le du du 
Zi Ra LA LRQ DE PA PTEE RUES 
15 1 dc hs J'1 ee : 1 ds : 
WE du du ( TENTE 
SEAT RES ne A CC Pb ere PER DRASS 
ar}, qe dy }: + \dz }: 


qui convient au troisième point d’inflexion. Si l’on dé- 





(7) 


: PTT , ; 
signe par —» 22 Jes coordonnées de ce point, et qu'on 


porte la valeur de À, que nous venons de trouver, dans 
les équations (5), on aura 


LEE 


(& 
is .) m) a) 
: Vo TP ras pe ne de 
KE du du =) du vs 
HE CA RS Te TN DE à À RE AÈ EE Fe 
FX ot) E 1 af TE ° É 


Considérons, en particulier, la première de ces équa- 











tions : le second membre ne change pas quand on 
change x, Vaste eric el réciproquement ; 
en divisant le numérateur et le dénominateur de ce se- 
cond membre par z° z°, il prend la forme 


T TL 
É (, Jones 2), 


Z9 Zo Z1 Z1 


f désignant une fonction rationnelle qui ne change pas 
quand on transpose les indices o et 1. Or, d’après l’équa- 
tion (4), on a 


TNT (). JA TR (); 
Z9 7 Z1 \ 21 


\ 0 





ù 


F désignant une fonction rationnelle. Donc la valeur 
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T PU AS ; 
de peut se réduire à la forme suivante : 


Ze 

53 DRE 

2 —9 (ee, =) : 

Ze 20 21 
8 désignant une fonction rationnelle et symétrique des 
deux quantités qu’elle renferme. Il cst évident que 
l'équation précédente ne cessera pas d’être exacte si 
l’on exécute une substitution sur les indices o, 1, 2; car 
on serait arrivé directement aux équations qu’on obtient 
par les substitutions, en partant du premier point d’in- 
flexion et du troisième, ou du deuxième et du troisième, 
au lieu de partir du premier et du deuxième. Donc les 

e TL HE DA ME . . e e LA 
abscisses —; —, — de trois points d’inflexion en ligne 
Zo 21 2 

droite satisfont aux trois relations 


D Ti Ls A CLR es LUE 
— —=0|—s —), ——9|—,; —}, ——0!—,: — }; 
Zo Z1 Z9 3; Z2 Zo Z9 70 31 
où 8, nous le répétons, désigne une fonction rationnelle 


et symétrique. De cette propriété résulte, comme on 
va le voir, la résolubilité de l’équation (3). 


Sur la resolution algébrique d'une classe d'équations 
du neuvième degré. 


576. Il était intéressant de chercher à rattacher la 
question particulière dont nous venons de nous occuper 
à une théorie plus générale; c’est ce qu'a fait très-heu- 
reusement Hesse en établissant le théorème suivant : 


THéorÈMEe. — Soient 
(1) x(x) =0 


une équation du neuvième degré et 0 une fonction ra- 
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tionnelle et symétrique donnée de deux variables. Si 
l'équation proposée a cette proprièté, que deux racines 
quelconques x, et x, fournissent une troisième racine x,, 
de telle sorte qu'on ait en méme temps 


a NU hr 0 (tea) ets — 07. 2) 
celte équation sera resoluble algébriquement. 


On voit que l'équation qui a pour racines les abscisses 
des points d’inflexion d’une courbe du troisième degré 
a la propriété dont il s’agit ici. 

Hesse nomme racines conjuguées trois racines de 
l'équation (1) qui satisfont aux relations (2). Il est évi- 
dent que chaque racine fait partie de quatre combinai- 
sons de trois racines conjuguées ; par suite, en comptant 
quatre combinaisons pour chaque racine, on aurait 4 X 9 
ou trente-six combinaisons ; mais, chacune de ces com- 
binaisons se trouvant répétée trois fois, on voit qu'il 
n'y a que douze combinaisons distinctes de racines con- 
juguées. Et, comme le nombre total des combinaisons 
de trois racines est 84, 1l y a soixante-douze combinai- 
sons de trois racines non conjuguées. 

Considérons l’un quelconque des quatre groupes de 
racines conjuguées, et désignons-le par 


Ty TL) Lys CPE Lys TN Ty Ty. 


On peut supposerque x,, Xy,x,nne soient point conju- 
guées, et, par suite, on pourra les considérer comme trois 
racines quelconques non conjuguées. Alors, comme rien 
ne distingue entre eux les indices À etu, X et p/, Wet w, 
on aura ces trois combinaisons de racines conjuguées, 


Ty Ty Lis Lyf LylN, Let AIN: 


les six autres combinaisons de racines conjuguées sont 


(3) 


| 
| 


TL 
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alors nécessairement 


Ty Cut Lulls Cut Lu Ta s Lt Ty, Duts 


DœUr T2 Tu s 7) A) Los CL y L'ylle 


On voit que les neuf racines sont exprimables en fonc- 
tion rationnelle de trois racines non conjuguées quel- 
conques à, Xy, Lun, On à effectivement 


duo 2) 02), ip), Vie 0 [ORNE | 
Lt, av =, 2, |, tu O6 ANS 
] 


en PE en A PEN arte 0 (xs » Eu), SOMME ) , 


Cela posé, désignons par &« une constante indéter- 
minée, et formons la fonction symétrique suivante de 
trois racines conjuguées quelconques x,, x,, x, du trot- 
sième degré par rapport à æ, savoir : 


ere RTE 


en remplaçant x,, x), æ, par chacune des douze combi- 
naisons de racines conjuguées, on obtiendra les douze 
valeurs distinctes de la fonction y, 
ssl 
Formons ensuite la fonction symétrique suivante : 


(5) Di — (6 Ce 5 (6 me AE a!) (6 mat OU ur), 


qui est du troisième degré par rapport à l’indétermi- 
née 6. Soient z5, 21, Z», z, les quatre valeurs que prend z 
quand on y met successivement, pour Y,,1,u1 Yw,w, us 
Ju us les quatre groupes de valeurs qui conviennent à 
ces quantités. Formons enfin l'équation du quatrième 


degré 
(6) 2 HA, + A,2? + A,z+ À, =0, 


qui a pour racines Z6, Z4, Z2, Z3e 
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Je dis que les coefficients de l'équation (6) sont expri- 
mables rationnellement en fonction des quantités con- 
nues de l'équation (1) et de la fonction 8. En effet, on a 


EM A ta ms (a ENT a) (æ — En (a LS: du 
G)  reme =2te— a) (ea) (ere) 
Sal M, pl = (« — Ty!) (a — Ty) (æ —— NE 


en portant ces valeurs dans la formule (5 


) et en se scr- 
vant des formules (4), on aura la valeur de z exprimée 
en fonction rationnelle de trois racines non conjuguées 
MD Lin, SAVOIT : 


(8) 
(Ke) 


\ 


in 


LA L'APn As A 


et cette fonction Ÿ sera symétrique par rapport à x,, Xy, 
xn; Car il est aisé de voir, d’après les formules (3), qu’en 
permutant ces trois racines les quantités ÿ,,,,,, Yyvun 
Vur,w, 1 ne font que se changer les unes dans les autres, 
ce qui ne change pas la valeur de z. 

Élevons le second membre de l'équation (8) à une 
puissance entière quelconque de degré m1; désignons par 


4 
) AE m 
Ÿ (a w xls Ty) 


la somme des termes qu’on déduit de d(x,, x,, x, n)" en 
prenant successivement Pour X,, Lys, Xon les soixante- 
douze combinaisons de trois racines non conjuguées; par 


GAL 
) Ÿ ( D HIDE NS FLE 


la somme des termes qu’on déduit de (x, xy, x,n)" en 
prenant successivement pour x,, æ, X,n les douze com- 
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binaisons de racines conjuguées ; enfin par 


ÿy Vs Ty! Es à 


la somme de tousles termes qu'on déduitded(x,, x, «,n" 
en prenant pour #,, Xy, X,n toutes les quatre-vingt-quatre 
combinaisons de trois racines. On aura 


[/4 , 
(9) » Ÿ (us Ty 147) Le 1 Ÿ Ÿ bo Ts XL 9)" =Ÿ y (re Ty, LH} Ts 


Le second membre de cette formule (Q) est une fonc- 

tion rationnelle et symétrique de toutes les racines, 

et l’on peut, par conséquent, l’exprimer en fonction 

rationnelle des quantités connues. Il en est de même de 

! 

Xe Le, Lun)”; en effet, X,, Ty, Xn étant des/racimnes 

conjuguées, on a 

desc, cn = [ra 02, AN 2 700 RE 
D Anse O(x, 24) |"; 


d’où 1l suit que 


! 
Ÿ Ÿ (RES TA, aa 


est égale au tiers de la somme des trente-six valeurs que 
prend 
DE MC A D me NE 


quand on prend pour x,, x, les trente-six combinai- 
sons de deux racines. En désignant cette somme par le 


signe De on a 
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el, par suite, 


| Vues ar 


(ni) 
I 
| — x Pre Lt, Lu — D Y[x,, æs, 0 (z, ze)l", 


!! 
ce qui montre que dx, Xy, Xw) est une fonction 


rationnelle et symétrique de toutes les racines ; on peut 
donc l’exprimer, en fonction rationnelle des quantités 
connues. Si maintenant on remarque qu'aux soixante- 
douze combinaisons de racines non conjuguées répon- 
dent seulement quatre valeurs de la fonction z”*, savoir : 
z®, z%, 2%, z%, et que chacune de ces valeurs revient 
dix-huit fois, on verra que l’on a 


L/4 
I 
(r2) CT x mt on me + en  P— 5 Ÿ LE mer, Cl 


En donnant au nombre m les valeurs 1, 2, 3, 4, on ob- 
tiendra, par la formule (12), les sommes de puissances 
semblables des racines de l’équation (6) qui sont néces- 
saire pour calculer les coefficients A,, A2, As, À, ; on 
voit que ces coefficients se trouvent ainsi exprimés en 
fonction rationnelle des quantités connues. 

Voici maintenant comment on obtiendra les racines 
de l'équation (1). On cherchera une racine quelconque 
de l'équation (6). Cette racine sera, d’après ce qui pré- 
cède, une fonction entière et du troisième degré de 
l’indéterminée 6 ; en égalant à zéro cette racine, on aura 
une équation du troisième degré en 6 dont les racines 
seront les trois quantités qui forment l’un des quatre 
groupes dans lesquels se partagent les douze quar- 
tités Y, 1, En égalant à zéro une de ces nouvelles racines, 
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on aura une équation du troisième degré par rapport à 
l'indéterminée x; les trois valeurs de x racines de cette 
équation seront trois racines conjuguées de l’équa- 
tion (1). Pour avoir toutes les racines de l'équation (1), 
il suffit d'opérer de la même manière avec chacune des 
racines de l'équation (6). 


ner QE — 


à 
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CHAPITRE V. 


SUR LES ÉQUATIONS RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT. 


liecherches de Gallois. Theéorèmes généraux. 


911. L'analyse que nous avons développée dans les 
deux Chapitres précédents nous a conduit à la résolu- 
tion algébrique de certaines classes d'équations. Mais 
ces équations si remarquables sont-elles les seules qui 
soient susceptibles d’une telle résolution? Quelles sont, 
en d’autres termes, les équations résolubles? Telle est 
la question qui vient se poser naturellement et à laquelle 
Abel et Galois ont les premiers attaché leur nom. 

Je me propose d'exposer 1c1 la théorie contenue dans 
le Mémoire de Galois intitulé : Sur Les conditions de 
résolubilité des équations par radicaux: ce Mémoire 
a été publié pour la première fois en 1846, dans le 
tome XI du Journal de Mathématiques pures et appli- 
quées, quinze ans après la mort de l’illustre auteur. J’ai 
suivi l’ordre des propositions que Galois avait adopté, 
mais j'ai dû le plus souvent suppléer à l'insuffisance 
des démonstrations. 

Nous avons défini avec précision (n°* 100 et 527 ) le 
sens qu'on doit attacher, dans chaque cas, aux déno- 
minations de diviseur rationnel d'une fonction entière, 
et généralement de quantité rationnelle, ainsi qu’à celles 
de fonction irréductible et d'équation irréductible. 
Nous avons dit aussi qu'une équation irréductible donnée 
peut devenir réductible, lorsque l’on admet à figurer, 
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parmi les quantités connues, certaines quantités qui 
n'étaient pas d’abord regardées comme telles. 

En général, quand nous conviendrons de regarder 
comme connue une certaine irrationnelle, par exemple 
une racine d’une fonction rationnelle des quantités 
connues, nous dirons avec Galois que nous adjoignons 
cette quantité à l'équation proposée. En d’autres termes, 
la quantité dont il s’agit sera dite adjointe à l'équation. 
Alors une quantité sera rationnelle, si elle peut s’expri- 
mer par une fonction rationnelle des quantités primiti- 
vement connues et des quantités adjointes. Ainsi l’équa- 
tion 

at + a — ha? — hx +1=0, 


dont dépend la division du cercle en quinze parties 
égales, est actuellement irréductible, parce que les 
quantités regardées comme connues sont 1c1 les seuls 
nombres rationnels; mais elle deviendra réductible, si 
on lui adjoint une racine de l’équation 


2 50; 
c’est-à-dire si on lui adjoint le radical V5 ; effectivement 
son premier membre est le produit des deux facteurs 


4 TE 
ni le 


2. 


Mer He (SOS 


2 2. 


lesquels sont rationnels, après l’adjonction dont 1l vient 
d’être question. 

Les recherches de Galois reposent sur les proposi- 
tions démontrées aux n° 902 et 504, qui acquièrent 
ainsi une importance considérable, et sur les propriétés 
des systèmes de substitutions conjuguées. Galois em- 
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ploie la considération des groupes de permutations don: 
nous avons parlé aux n°% 442 et 443, mais 1l nous a paru 
préférable de nous en tenir aux substitutions. Au reste, 
ce n'est là qu'un simple changement dans la forme des 
énoncés des théorèmes, car 1l n'y a lieu de considérer 
les permutations qu’au point de vue des substitutions 
par lesquels on passe des unes aux autres. 


D18. Tutorème I. — Sort 
(1) Fee 0 
une équation de degré n dont les n racis 
(2) D te let 


sont inégales. Iexiste toujours un système de substi- 
tutions conjuguées G jouissant de la double propriété 
suivante : 

1° Que toute fonction rationnelle des racines dont la 
valeur numérique est invariable par les substitutions 
de G soit exprimable en fonction rationnelle des 
quantités connues ; 

Fu Keciproquement, que toute fonction rationnelle 
des racines, exprimable rationnellement par les quan- 
tités connues, conserve la méme valeur numérique 
quand on lui applique toutes les substitutions de G. 


Il est bien entendu que, dans cet énoncé, nous com- 
prenons parmi les quantités connues celles qui ont pu 
être adjointes à l’équation. 

Soit V une fonction rationnelle des racines ( 2) telle, 
que les 

INFSET SD Er 


fonctions qu’on en déduit, par les subsututions, aient 
des valeurs numériques inégales ; par exemple, on pourra 
faire 

V= uoTo + dti +. + An—1 ln—15 
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Los Ly5+.. An_1 étant des nombres entiers convenable- 
ment choisis. Soient encore 


F(V) == O 
l'équation du degré N qui a pour racines les N valeurs 
de V, et F(V) un diviseur irréductible, d’un certain 


degré v, du polynôme #(V). Désignons enfin les » ra- 
cines de l'équation 


(3) F(V)—0o 
pa: 
(4) Vo VAN SRE RE 


D'après le théorème du n° 504, les x racines x de l’é- 
quation (1) pourront être représentées par l’une quel- 
conque des lignes horizontales du tableau 


| Lol Vo); (Vo) Ya(Vo}, ….., Ÿn—1( Vo) 
(5) ( Yo( Vi), ÿi(Vi) Ya(Vih ..-) dns (Vi), 


Vo(V}), (V), ... étant des fonctions rationnelles de V 


et des quanlilés connues. Le tableau (5 


) renferme ainsi 
y permutalions des racines x, et nous avons démontré 
au n° 0f que ces permutations forment un groupe, 


c’est-à-dire que les substitutions 
(6) LE Si 92 FT de Sy—1 


par lesquelles on obtient les y permutations (5) au 
moyen de la première d’entre elles, constituent un sys- 
ième conjugué G. Je dis que ce système G jouit de la 
double propriété énoncée. 
En effet, désisnons par Q une fonction rationnelle 
? S P 


> 


SECTION V. — CHAPITRE V, 641 


des racines (2) et posons 


Q — P[Ÿo( Vo), ÿ1(Vo), A0 Ÿn—1( Vo) ]; 
Q sera une fonction rationnelle de V,, et l’on pourra 
écrire D 
{7 } MENU ( Vo ÿ 


Ÿ étant une fonction rationnelle. 

Cela posé, supposons d’abord que la valeur numé- 
rique de Q ne soit pas changée par les substitutions(6) 
du système G ; comme ces substitutions peuvent s’effec- 
tuer en remplaçant successivement V, par chacune des 
valeurs (4), on aura | 


En e aille à PA ke riodescà À net Là 


et, par suite, 
Q — = [Y(Ve) + Y(V:) +... + Y(V,)]; 


le second membre de cette formule est une fonction sy- 
métrique des racines de l'équation (3): donc Q est ex- 
primable en fonction rationnelle des quantités connues. 

Pour démontrer la réciproque, supposons que Q soit 
exprimable en fonction rationnelle des quantités con- 
nues. Alors, d’après la formule (7), V4 sera l’une des 
racines de l'équation 


Y(V)—Qa—o; 


mais, comme V, est racine de l'équation (3) que nous 
supposons irréductible, toutes les racines de cette équa- 
tion (3) doivent satisfaire à l'équation précédente, et 
l’on a en conséquence | 

Re PA ES ie LT Re LAAESAE 


la valeur numérique de Q est donc invariable par les 
S. — Alg, sup., Il 41 
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substitutions de G, ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Pour abréger le discours, je donnerai le nom de fonc- 
tion résolvante à la fonction V, et l’équation irréduc- 
tible (3) sera dite équation résolvante. 


979. Taéorkme II. — Joute substitution qui jouit de 
la double propriété mentionnée dans l’énoncé du pré- 
cédent théorème appartient au système conjugué dont 
ce théorème établit l'existence. 


Conservons toutes les notations dont nous avons fait 
usage dans la démonstration du théorème I, et désignons 
par X une fonction des n racines Xo, Æ1,..., Xn-1 Qui 
prenne par les substitutions les N=1.2.3...7 va- 


leurs 
Xo, Ne X, .. XN 1 


numériquement distinctes. Soient aussi 
>. XX X>, ..., XL 


les y valeurs que prend X quand on lui applique les y 
substitutions de G, et posons 


0 (X — Xo)(X — X:;) ho .(X — KE 


X désignant ici une indéterminée. La valeur de la fonc- 
tion Q est invariable par les substitutions de G'; elle 
est donc exprimable rationnellement en fonction des 
quantités connues, d’après le théorème I. D'ailleurs, il 
est évident que la valeur de Q changera si l’on applique 
à cette fonction une substitution T non comprise dans 
le système G; donc la substitution T n'a pas les pro- 
priétés des substitutions de G qui font l’objet du théo- 
rème I. 

Ainsi les substitutions de G jouissent, à l'égard de 
l'équation proposée, d’une propriété qui leur appartient 
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exclusivement ; je nommerai ce système le système con- 
jugué propre à l'équation (!). 


O80. Taéonime III. — Soit G le système conjugué 
propre à une équation donnée de degré n 


(1) Fek=0, 


à laquelle plusieurs trrationnelles peuvent avoir été ad- 
jointes. Si l’on adjoint à cette équation une racine 20 
d'une équation auxiliaire irreductible de degré m 


(2) piche=:0; 


dont les coefficients sont rationnellement connus, et 
qu'après cette adjonction Le système conjugue T propre 
à l'équation (1) ne renferme qu'une partie des substitu- 
tions de G, auquel cas l'ordre deT sera un sous-mul- 
tiple de l’ordre de G, les m = pq racines de l'équation 
(2) se partageront en un certain nombre p de groupes 
composés chacun de q racines, savoir : 


(1) (21 (q—1) 
Z0» Z, » z, , ..3 21 ’ 


(1) (2) = TEL) 
Z1) Z,, Zi “..s 23, $ 


.e ..... . e .... ... 


(1) 2) (q—1) 


Zp—1 Zp—1 En .... F1 ’ 


de telle manière que si l’on adjoint à l'équation pro- 
posée une quelconque des racines d’un méme groupe, 


4) (2) _(q—1) 
Zi Lis 2j » ver 2; , 


le système conjugué l';propre à l'équation proposée sera 





(*) Galois fait intervenir un groupe de permutations correspondant 
au système conjugué dont il est ici question, et il l'appelle le groupe 
de l'équation. 
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le méme, quelle que soit la racine adjointe. En outre, 
les p systèmes conjugués 


PTS oser 


qui deviennent propres à l’équation quand on adjoint 
respectivement une racine des gr'oupes successifs, sel'ont 
semblables entre eux, en sorte que chacun de ces sys- 
tèmes pourra se déduire du premier, en exécutant une 
méme substitution dans les cycles qui composent les 
diverses substitutions de celui-ci. Il est évident que 
chaque groupe se réduit à une seule racine si m est 
premier. 


Désignons toujours par V la fonction résolvante et par 
(3 ] F ( V ] == 8 


l'équation irréductible de degré » que nous avons nom- 
mée équation résolvante ; soient aussi 


Vos V;, Va, CHOLET; V,_1 


les v racines de l’équation (3). 

Si, après l’adjonction d’une racine z, de l'équation (2), 
l'équation (3) reste irréductible, il est clair que G de- 
meurera le système conjugué propre à l'équation (1). 
Mais il n’en sera plus ainsi si l’équation (3) se réduit ; 
c’est le cas que nous avons à examiner. 

Soient A(V, z9) l’un des facteurs irréductibles de F(V) 
et u le degré de ce facteur ; on peut supposer que, dans 
le polynôme }, le coefficient de la plus haute puissance 
de V soit l’unité et que les autres coefficients soient des 
fonctions entières de la racine z9. Cela posé, z étant re- 
gardée comme une indéterminée, effectuons la division 
des polynômes F(V), A(V,z) et désignons par A (V, z), 


O(V,z) le quotient et le reste de cette division; on 
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alira 
F(V)—=){V,z)A(V,z) +@(V, z), 


et, d’après notre hypothèse, on a identiquement 
OV: 0; 


car le polynôme O{V, z) est au plus du degréu— 1 en 
V,et la précédente équation est satisfaite par chacune 
des g racines V de l’équation 


VS 0: 


Ainsi, dans le polynôme O(V, z), les coefficients des 

diverses puissances de V doivent s’annuler pour z = 2; 

par conséquent, ces coefficients s’annuleront aussi si 

l’on y remplace z par une quelconque des racines de l’é- 

quation (2), puisque celle-ci est supposée irréductible. 
D'après cela, si l’on représente par 


Zo Z1, 229 me eus Z y —1 


les m racines de l'équation (2), le polynôme F(V) sera 
divisible par chacune des fonctions 


Miel Vas V2 


Le produit de ces fonctions est une fonction entière de 
V dans laquelle les coefficients sont des fonctions sy- 
métriques des racines z; donc ce produit, que nous re- 
présenterons par IL({V), est exprimable rationnellement 
par les quantités connues. 

Les racines de l’équation 


HV}=0 
appartiennent toutes à l'équation (3), et, puisque celle-ci 


est actuellement irréductible, le polynôme IT {V) est di- 
visible par F(V). Soit 4 l’exposant de la plus haute puis- 


646 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
sance de F(V) qui divise exactement IT(V) et posons 
n(V)=[F(V) (VV), 


il est évident que IT, ( V) doit se réduire à une constante, 
ou, si l’on veut, à l’unité, puisque, dans nos polynômes, 
le coefficient du terme le plus élevé est égal à 1. En effet, 
si le contraire avait lieu, l’équation 


HAN 


n’ayant que des racines appartenant à l’équation (3), 
IT, (V) serait divisible par F(V), et l’exposant g ne sa- 
tisferait pas à la condition qui lui a été imposée. Ainsi 
l’on a 

n(V)=[F(V)} 
ou 


(4) [EU IE Zo)ÀA(V, En) PAT ER 


: 

D'après notre hypothèse, le polynôme À(V, z,) est 
irréductible, c’est-à-dire qu'il n’admet aucun diviseur 
de degré inférieur au sien, dans lequel les coefficients 
seraient des fonctions rationnelles des quantités connues 
et de la racine adjointe de z,. Je dis que le polynôme 
A(V, z;) a lui-même la propriété de n’admettre aucun 
diviseur dans lequel les coefficients des puissances de V 
seraient des fonctions rationnelles des quantités connues 
et de la racine z;. En effet, supposons qu’un tel diviseur 
existe et désignons-le par €(V, z;) ; effectuons la division 
de A(V, z) par {(V, z), jusqu'à ce qu’on parvienne à un 
reste d’un degré inférieur à celui de {(V, z) relative- 
ment à V; nommons Q(V, z)et R(V, z) le quotientet 
le reste de cette division. On aura 


XV, 2) — E(V, z)Q(V, 2) + R(V, z); 


et, puisque R (V, z) est nul pour z = z;, on en conclura, 
par un raisonnement dont nous avons fait usage plus 
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haut, que le même reste est nul, quelle que soit celle des 
racines de l’équation (2) que l’on substitue à z; on aura 


en particulier 
R ( M zo) Æ = O, 


ce qui exprime que À(V, z5) admet le diviseur €(V, 20). 
Cette conclusion est contraire à l'hypothèse, et, par 
conséquent, notre assertion se trouve justifiée. 

Les racines de l’équation (3) sont toutes exprimables 
en fonction rationnelle de l’une quelconque d’entre elles. 
Cela étant rappelé, considérons les deux équations 


(5) AVS a OT MAN 2 "0, 


et désignons par V, et 0{V,) deux racines de la pre- 
mière, 8 étant une fonction rationnelle. Je dis que, si 
V;est une racine de la deuxième équation (5), 0(V:;) 
sera également racine de la même équation. En effet, 


on à 
AVS, 20, MI0(Vé);z;] — 0; 


en d’autres termes, l'équation 
A[O(V), z] = 0 


est satisfaite quand on remplace V par la racine V, de 
l'équation 
AOVEZALE= 0: 

elle admettra donc toutes les racines de cette dernière, 
car celle-c1 n’a aucun diviseur dont les coefficients sont 
fonctions rationnelles de z;, ainsi que nous venons de lé 
démontrer. Si l’on suppose, comme cela est permis, que 
8(V) soit une fonction entière, on peut dire que le po- 
lynôme À[8(V), z;]est divisible par A(V, z;), ou que le 
reste de la division du polynôme 


ALO(V), z] 
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par A(V,z) est identiquement nul pour z— z;. Alors, 
par le raisonnement déjà employé deux fois dans cette 
démonstration, on conclura que le même reste est nul 
aussi pour z — z;, c’est-à-dire que À[4(V), z;]est divi- 
sible par À(V, z;); par suite l'égalité 


A( Ve, z;) 5 O 
entraînera | 


ce qui exprime que 8{V,) est racine de la deuxième équa- 
tion (5). Nous concluons de là que, si les équations (5) 
ont une racine commune, elles ont toutes leurs racines 
communes. 

Cette analyse établit que, dans le second membre de 
la formule /4), chacun des facteurs inégaux se trouve 
répété g fois. En employant deux indices pour repré- 
senter les m racines z, on aura 


X(V, 26) {Ve 2) USE 
(V4) (9, 4) SAV) == (M #00) 
PARLES D 
XV, 2) = AV, ZUNE V, LEONE 


et, en extrayant la racine g'°" des deux membres de la 
formule (4), on aura 


(6): F(V)—A(V, 2))(V, m1)... à[V, a), 


car, dans les polynômes F et À, on peut supposer les 
coefficients des premiers termes réduits à l’unité. 

Aïnsi les m racines z se partagent en p groupes con- 
tenant chacun g racines; en outre, quelle que soit celle 
des racines d’un même groupe que l’on adjoigne à lé- 
quation proposée, cette adjonction aura le même effet, 
savoir de substituer à l’équation résolvante primitive 


L 
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le niême diviseur de cette équation. Et, par conséquent, 
le système conjugué propre à l'équation proposée se 
trouvera lui-même réduit à un nouveau système dont 
l’ordre sera un diviseur de l’ordre du système primitif. 

Il nous reste à comparer entre eux les divers systèmes 
conjugués D, F,,...,1,) qui deviennent ainsi propres 
à l'équation proposée, quand on adjoint respectivement 
à celle-ci une racine des groupes correspondants que 
nous avons distingués. 

Les racines de l'équation 


X(V, 0) — 0 


étant des fonctions rationnelles de l’une d’entre elles, 
représentons-les par 


Vos VA (Vo) de (Vo), .…. ES (Vo) 
soit aussi VW une racine de l’équation 


A(V, 2) =; 


les quantités 


VE DER A NAT A ET ROEE OaE A ZA 
seront racines de la même équation, comme nous l'avons 
dit plus haut ; j'ajoute qu’elles sont distinctes, en sorte 
qu'aucune racine ne se trouve omise. En effet, V, et VP 
étant racines de l'équation (3) qui est actuellement ir- 
réductible, si l’on avait 


GNT eV) 


il en résulterait | 
a (Vo) Fin 06( Vos 


ce qui est contraire à notre hypothèse. 
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Maintenant, V désignant l’une quelconque des racines 
de la résolvante (3), représentons par le symbole 


CV] 


la permutation | 
o(V), HV), LV), Yni(V) 
des racines de la proposée, el posons 
(7) Cék(Vo)] = SalVoh [(vo)]=SE[(V0)]; 
les substitutions du système F seront 
NT EN EE 
et celles du système F'; seront 


LUS VS RASE 


20? p—1 * 


Représentons enfin par T; la substitution par laquelle 
on passe de la permutation | V,] à la permutation | V{}; 
on aura, non-seulement 


(8) pu Fm TV} 
mais encore, quel que soit k, 
LC Vo) = T6 (Vo) 


ou, à cause de la première des formules (7), 


(9) [eV )]= TiSC Vo]: 
enfin la formule (8) réduit la seconde formule (7) à 
(10) (RROV AN SET 


et la comparaison des formules (9) et (10) donne 


(xx) SET EIT,SE; 
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d'où 
(12) SUÉMEISE le. 


Les formules (8) et (9) expriment que le système 
conjugué G est représenté par 


| S49 Sa Ste Es 
LT, Ti S:, TiS99 nr NT1 Op 17 
(13) DR (LE NN PERL A P'ÉPAR 


et la formule (12) exprime que les systèmes l, l,,..., 
l,-, sont 


LEA S4, So …. Sir: 
DAREST PURE XP Lt RES EU RAEe P  ELS AMEN 
(14) ro — 1; T:ST;" 9 LKR CFA RER I DADIQN. Ta SNS ? 


Cat, T, 15: Ta FOOT DAS Tee 

Ces systèmes sont, comme on le voit, semblables, en 

sorte que chacun d’eux peut se déduire du premier [en 

exécutant dans les cycles de chacune des substitutions 

de celui-ci une même substitution T, ce qui achève la 
démonstration du théorème énoncé. 


981. Taéorëme IV. — Si le système G propre à l'é- 
quation f(x) = 0 se réduit à un système Y d'ordre in- 
férieur, par l'adjonction d'une racine de l'équation 
auxiliaire irréductible o(z) — 0; si, en outre, les ra- 
cines de cette équation auxiliaire sont exprimables ra- 
tionnellement en fonction de l'une d’entre elles et des 
quantites connues, le système TV ne changera pas quand 
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on executera dans Les cycles de toutes ses substitutions 
une substitution quelconque du système G. 


En effet, soient 
zN. et 7; = 07 


deux racines de l’équation auxiliaire : 8 désigne ici une 
fonctionrationnelle ; l'équation g(z) = o étant supposée 
irréductible, elle admettra toutes les racines 


70» CETR 0? zo, * Log Ce PE 


l’un des termes de cette suite se réduira à z,9, et si l’on 
suppose 
pK = AT O0 ORDRE 


il en résultera 
20 = 0e: 


par conséquent les racines z, et z; sont exprimables ra- 
uonnellement l’une par l’autre. 

Il s'ensuit que les quantités connues sont les mêmes 
après l’adjonction de z, ou après celle de z;; le sys- 
tème T; propre à l'équation f(x) = 0, après l’adjonc- 
tion de z;, est donc le même que le système F qui est 
propre à l’équation après l’adjonction de z,. Et, comme 
les systèmes T, l'; peuvent être représentés par 


ft Ft, S) LOS ARTE 
"pr Ç rr—fÂ rr—-i x r—1À 
} (E T;S;'T n T;Se 18 3 +. ARE , 


i 
on voit que le système T ne changera pas si l’on mul- 


tiplie ces substitutions à droite par T; et à gauche par 


T;*, opération qui revient à exécuter la substitution T; 
dans les cycles des substitutions de F.. 
Enfin, toute substitution de G est la forme 


U=T,S,, 
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ce qui donne 
U'=S;'T;, 
d’où 
USUSLEMTI SI SSN TT": 


Par conséquent, si l’on veut exécuter la substitution U 
dans les cycles des substitutions de F, il suffira de faire, 
dans ces cycles, d’abord la substitution S;, puis la substi- 
tution T};; il est évident que la première opération ne 
changera pas l, puisque S, fait partie de ce système : 
d’ailleurs nous venons de prouver que la deuxième 
opération ne produitelle-même aucun changement sur |’; 
donc ce système reste invariable quand on exécute la 
substitution U dans les cycles de toutes ses substitutions. 


CorozLaire. — S: l'équation auxiliaire est de la 
forme zP = À, et que les racines pièes de l'unité se trou- 
vent au nombre des quantités précédemment ad jointes, 
on se trouvera dans les conditions du précédent théo- 
r'ème. 


582. Taéorkme V.— Si lesystème conjugue G;, propre 
à l'équation f (x) = 0, se réduit à un système T d'ordre 
inférieur, quand on adjoint à l'équation roues les ra- 
cines d’une équation auxiliaire irréductible o(z) — 0, 
de degré m, le système Y ne changera pas quand on 
exécutera, dans les cycles de toutes ses substitutions, 
une quelconque des substitutions du système G (#). 


En effet, soit Z une fonction rationnelle des mm racines 


(1) : Zoo Zi» 29 es Zyn—1 





(* ) Ce théorème ne diffère pas au fond de la proposition IT du Mémoire 
de Galois. Sous ce titre de proposition III, Galois avait d’abord inscrit 
l'énoncé du corollaire de notre théorème IV, avec une démonstration, mais 
il a effacé le tout pour y substituer l’énoncé qu'il a adopté définitivement. 
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de l’équation auxiliaire, telle que les 
MT 0er 


fonctions qu’on en déduit par les substitutions aient des 
valeurs différentes ; soient en outre 


$(Z)— 0 


l'équation du degré M qui a pour racines les M valeurs 
de Z, F (Z) un diviseur irréductible de #(Z), et 


(2) Lo Z:, Los ... Lys 
les y racines de l'équation 
(3) F(Z) = 0. 


Les quantités (2) sont des fonctions rationnelles des 
quantités (1), etréciproquement celles-ci peuvent s’expri- 
mer en fonction rationnelle des quantités (2) (n° 502) ; 
donc l'adjonction des unes entraîne l’adjonction des au- 
tres. Par conséquent, d’après notre hypothèse, le sys- 
tème G, propre à l'équation proposée, doit se réduire, 
par l’adjonction des racines de l’équation (3). Mais ces 
racines peuvent s’exprimer rationnellement en fonction 
de l’une quelconque d’entre elles; donc l’adjonction 
d’une seule racine équivaut à l’adjonction de toutes, et 
l'on se trouve alors dans les conditions du théorème IV. 


d83. TaéorÈme VI. — Soient G le système conjugué 
propre à l'équation 


(1) 11020 
et 
(2) ss ET Tin RUES LINE EE) 


une fonction rationnelle desnracines Xo,X1, os ..…., Æn_ys 
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dont la valeur numérique ne soit pas actuellement con- 
nue. Si l'on adjoint cette valeur numérique à l'équation 
proposée, le système Y propre à l'équation, après l'ad- 
jonction, sera formé par celles des substitutions de G 
qui n'altèrent pas la valeur numérique de la fonction $. 


Les conditions de ce théorème se ramènent immédia- 
tement à celles du théorème III. Exécutons toutes les 
substitutions des racines x dans l'expression 


ST 
z— F{x, Lys Lgy Tic} 


et formons le produit ® (z) de tous les résultats obtenus. 
Les coefficients du polynôme ®(z) seront des fonctions 
symétriques des racines x, et par conséquent ils seront 
rationnellement connus; décomposons ce polynôme en 
ses facteurs irréductibles, et désignons par 9(z) l’un de 
ces facteurs qui s’annulent pour z — z,. Nous nous trou- 
vons placés alors dans le cas où l’on adjoint à l'équation 
proposée la racine z, de l’équation irréductible 


(3) Hz) 0. 
Soient, comme dans le théorème III, 
MLD PES PAC AS A TE 
les y racines de la résolvante 
(4) F(V)=0o, 


qui est actuellement irréductible. Les racines x étant 
exprimables rationnellement par l’une quelconque des 
racines V, posons aussi, comme précédemment, 


Lo — Yo (Vo); Wie ÿi(Vo); ss Tn--1 — Va1 Vo} 
la formule (2) deviendra 


zo = F[Yo(Vo)s (Vo), ut Ÿn=1 (Vo)] = (Vo), 
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et l’on peut faire en sorte (n° 182) que Ÿ soit une fonc- 
tion enlière d’un degré inférieur à v. Alors l'équation 
(5) F(V)— 2 — 0 

admet la racine V, de l'équation (4). Soient 


(6) Ve, TEMPS TEE 


les p racines communes aux équations (4)ct (5), et po- 
sons 
AV, Zo) a (V — Vi) (V — Vi) . (V — Vis 


les coefficients de l’équation 
(7) A(V, %) — 0 


sont rationnels après l’adjonction de z,; je dis que cette 
équation est irréductible. En effet, si le contraire a lieu, 
soit ü(V, z,) le diviseur irréductible de A(V, z,) qui 
s’annule pour V = V,; on aura (théorème III) 


F(V) == s|V, zo) (V, 4) ST o{V, EAN F 
Z4, 2, …, 2p_1 étant des racines de l’équation (2) dis- 
tinctes de z9; l’équation 
œ{V, Zo) ==u0 
n’admettra qu'une partie des racines (6), et l’une de ces 
racines, V, par exemple, devra satisfaire à une équation 
telle que 


(» 


(0) s(V,z)=0. 


Effectuons la division de # (V)— z par (V, z)jus- 
qu’à ce que nous parvenions à un reste de degré inférieur 
au diviseur; désignons par O(V, z) ce reste, et par 
I (V,z)le quotient de la division; on aura 


Y(V)—z—=s(V,z)lH(V,z) + O(V,z); 
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par hypothèse, F(V)— 2, est divisible par A(V, 2, ); 
ce polynôme l’est donc aussi par w(V, z,), et en consé- 
quence, le reste O(V, z) de la précédente division, se 
réduit identiquement à ZÉTO pour z = ze. Alors, par un 
raisonnement déjà employé, nous concluons que le même 
reste est nul pour z = z,, et l’on a 


F(V)—z=0c(V,z)l(V,z). 


Maintenant nous avons supposé que V, est une racine 
de l’équation (8) ; on a donc 


(Vi) TC 


ce qui est impossible, puisque V, est racine de l’équa- 
tion (5), et que z, est différente de z,. 

Nous concluons de là que l'équation (7) est irréduc- 
tible, en sorte qu'elle devient l'équation résolvante, 
après l’adjonction de z,. Le système conjugué propre à 
l'équation proposée se compose alors des & substitutions 
qu’on exécute en remplaçant V, par chacune des quan- 
tités (6) dans la permutation des racines 


Yo( Vo) Ya (Vo); nurbera Yn1( Vo): 


D'ailleurs les quantités (6) sont celles des racines de 
l'équation (5) qui appartiennent à la résolvante primi- 
üve; donc les substitutions dont nous venons de parler 
sont celles par lesquelles la valeur numérique z, de la 
fonction $ (Los Lis +, Xn_1) reste invariable. 


584. Taéonime VII. —-- Le nombre p étant premier, 
soit y = pp l'ordre du système conjugué G propre à une 
équation f (x)= 0. Si l’on peut former avec p substitu- 
tions de G un système conjugué T qui reste invariable 
quand on exécute dans les cycles de toutes ses substitu- 
tions les diverses substitutions de G, il suffira d'extraire 
la racine pi°"e d'une certaine quantité rationnelle, et 
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d'adjoindre cette racine pière à l'équation, pour queY 
devienne le système propre à cette équation. On suppose 
que les racines ptères de l'unité font partie des quantités 
précédemment adjointes. 

Soient 


(1) 1 S1 S2) ses SE 

les substitutions du système F, et T une substitution 
de G qui n’appartienne pas à L; on aura, par hypothèse, 
quel que soit 1, 

j étant un indice convenablement choisi. Si le système 
des puissances de T, 


(3) AR RQ SE Poe 


d'ordre t, a quelques substitutions communes autres que 
l'unité avec le système (1), soit T“ la plus petite puissance 
de T contenue dans ce système. En multipliant les sub- 
süitutions (1) par les substitutions 


TNT AE CALE 
on obtiendra les ua produits 


I, S1) S2 ‘pus Sy—15 
TMNRTSS GTSE MES ETS TEE 


(4) 


| dus TES ADR 070 92970 19 Be LME 
qui seront distincts; car, si l’on avait 
TS =T;,,;S}, 


on en conclurait 
Ses —1 
T; DE Sg SA , 
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ce qui ne peut pas avoir lieu, puisque la substitution 
Se97. fait partie du système (r), tandis qu'il n’en est pas 
ainsi à l'égard de T} à cause de j <a. Ensuite le produit 
de deux quelconques des substitutions (4) peut être ra- 
mené par la formule (2) à la forme 


k ga+h Sz ou TA Sxs 


h étant << &, et ce produit est l’une des substitutions (4). 
Ces substitutions forment ainsi un système conjugué 
d'ordre ua; elles sont d’ailleurs contenues dans le sys- 
tème G dont l’ordre est up: donc up est divisible par uæ 
et p par &; 1l s'ensuit que « est égal à 1 ou à p, puisque p 
est un nombre premier. Siæ = 1, la substitution T appar- 
tient à [', ce quiest contraire à l'hypothèse. Ainsi « — p; 
mais alors le système (4) contient pp substitutions, et, 
par conséquent, il n’est autre que le système G.. Les puis- 
sances de T contenues dans T sont donc 


ls TP, Angie .. st ER 
et l’on a 
TP — 1 : 
on a d’ailleurs évidemment 
(A—1i)p=ou<t—1, kp—=gt, 


q étant un entier, ce qui exige que qg — 1, en sorte que 
l’ordre de la substitution T est nécessairement égal à p 
ou à un multiple de p. 

Cela posé, soit © une fonction rationnelle des n ra- 
D is D 0 Mrs dehequation,/i(x)— ou1elle 
que les 1.2.3...n fonctions qu’on en déduit par les 
substitutions aient des valeurs numériques inégales. 

Exécutons sur cette fonction les u substitutions (1) de 
et désignons par 


(3) os O1 O3 9 Oy1 


Fe 
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les résultats obtenus. Prenons enfin une fonction ration- 
nelle et symétrique 9 des p quantités (3); on pourra faire, 
par exemple, 


(4) 0—(0 —06,)(0 —06,)...(0 —0,:), 


© désignant ici une indéterminée. 

La fonction & est invariable par les substitutions de F,, 
mais elle varie par toute autre substitution; exécutons 
sur cette fonction les puissances de la substitution T, 


savoir : 
I 3 pit Ah . . 9 Tr—-1, 


et désignons par 0; le résultat obtenu par la substitu- 

tion TT, Représentons aussi par & une racine de l'équation 
XP — 1 
——— — 0, 

Pr 

Ct posons 


(00 + «3 +- 0H. aPTA os }r = A 


la fonction © est évidemment invariable par la substitu- 
tion T qui a pour ellet de déplacer circulairement les 
quantités 
05 0, Dos s\°p049 Op 3 
clle ne varie pas non plus par les substitutions de | BA 
car on a 
Ds T0); 


ct, en exécutant une substitution 5, 


S;0 = S;T'09 = T'Sx 00 = Ti 06 = 0pe 


On peut conclure de là que la fonction © est invariable 
par toutes les substitutions du système G, qui est actuel- 
lement propre à l'équation proposée. Il s'ensuit que la 
valeur de Q est actuellement connue; si donc on adjoint 
à l'équation le radical 
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DR Pa Qt alri0, 4 — V0 


sera connue. 

Les seules substitutions qui laissent cette fonction in- 
variable sont celles de F, et, par conséquent, d’après le 
théorème VI, F devient, par l'adjonction de VQ, le Sys- 
tème conjugué propre à l'équation. 


989. Les propositions que nous venons d'établir per. 
mettent d'aborder la solution de ce problème . 


Dans quel cas une équation est-elle resoluble par 
radicaux ? 


À cet effet, Galois observe que, dès qu'une équation 
est résolue, une fonction quelconque de ses racines est 
connue, même lorsqu'elle n’est invariable par aucune 
substitution. En conséquence, lesystèmeconjugué propre 
à l'équation ne contient plus alors que la seule substi- 
tution identique, celle qui est égale à l’unité. 

La solution du problème qui a pour objet la résolution 
d’une équation doitdonc consister dans l’abaissementsuc- 
cessif de l’ordre du système conjugué propre à l'équation. 


Suivons, dit Galois, la marche des opérations pos- 

» sibles dans cette solution, en considérant comme opé- 

» rations distinctes l'extraction de chaque racine de de- 
» gré premier. 

» Adjoignons à l'équation le premier radical extrait 

» dans la solution. Il pourra arriver deux cas : ou bien, 

» par l’adjonction de ce radical, l’ordre du système con- 

» jugué propre à l'équation sera diminué (!); ou bien, 








(1) J'indique par des italiques les légers changements que nécessite 
ici l'emploi exclusif des systèmes de substitutions que nous avons adoptés 
au lieu des groupes de permutations dont Gaiois fait usage, 
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» 


») 


» 


») 


» 


») 


») 


» 


») 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


cette extraction de racine n'étant qu’une simple pré- 
paration, le système propre à l'équation restera le 
même. 

» Toujours sera-t-il qu'après un certain nombre fini 
d’extractions de racines, l’ordre du système propre à 
l'équation devra se trouver diminué, sans quoi l’équa- 
tion ne serait pas soluble. 

» Si, arrivé à ce point, il y avait plusieurs manières 
de diminuer l’ordre du système propre à l'équation 
proposée par une simple extraction de racine, il fau- 
drait, pour ce que nous allons dire, considérer seule- 
ment un radical du degré le moins haut possible parmi 
tous les simplesradicaux, qui sont tels, que la connais- 
sance de chacun d’eux diminue l’ordre du système 
propre à l'équation. 

» Soit donc p le nombre premier qui représente ce 
degré minimum, en sorte que par une extraction de 
racine de degré p on diminue l’ordredu système propre 
à l'équation. 

» Nous pouvons toujours supposer, du moins pour ce 
qui est relatif au système propre à l'équation, que, 
parmi les quantités adjointes précédemment à l’équa- 
tion, se trouve une racine pi°"* de l’unité ; car, comme 
cette expression s'obtient pardesextractions de racines 
de degrés inférieurs à p, sa connaissance n’altérera en 
rien le système propre à l'équation.» 


On voit ici toute l'importance des théorèmes III et IV. 


Dans l'hypothèse admise, le système conjuguè propre à 
l'équation qui est actuellement G se réduit à un système F 
d’ordre inférieur; il en résulte, d’après les théorèmes IIL 
et IV (corollaire), que l’ordre de FL est un diviseur de 
l’ordre G, et que ce système reste invariable quand on 
exécute dans les cycles de toutes ses substitutions l’une 
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quelconque des substitutions de G. Et réciproquement, 
d’après la proposition VII, G étant le système d’ordre 
= pp actuellement propre à l’équation, si l’on peut 
trouver un système [ d'ordre y qui soit contenu dans G, 
et qui reste invariable quand on exécute les substitutions 
de G dans les cycles de toutes ses substitutions, F devien- 
dra, par l'extraction d'une racine pi*"* et par l’adjonction 
de cette racine, le système propre à l’équation. 

Ainsi ces propositions découvertes par Galois, et dont 
nous avons donné des démonstrations complètes et rigou- 
reuses, indiquent la condition nécessaire et suffisante 
pour l’abaissement de l’ordre du système conjugué propre 
à l'équation. 

Cet ordre ayant été abaissé une première fois par l’ad- 
jonction d’un radical, on peut raisonner sur le nouveau 
système conjugué comme sur le précédent, et il faudra 
qu'il se réduise aussi de la même manière, et ainsi de 
suite, Jusqu'à ce qu’on arrive à un système qui ne con- 
tienne plus que la seule substitution égale à l'unité. 


586. Il est aisé d'observer cette marche, comme l’a re- 
marqué Galois, dans la résolution connue de l’équation 
générale du quatrième degré. 

Soient 

HONOR 


_les racines. Le système conjugué G propre à l’équation 
est ici le système des r. 2. 3. 4 — 24 substitutions des 
quatre racines, et l’on obtient (n° 443), en faisant le pro- 
duit des quatre systèmes, 


1, b)(c, d\, 


(a 
; (ac) (8, d), 

1, (b,e,d), (b,d,c), 
(6, 


c« 


1; 
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L'équation dont 1l s’agit se résout au moyen d’une 
équation du troisième degré, laquelle exige l'extraction 
d’une racine carrée. Dans la suite naturelle des idées, 
c'est par cette racine qu’il faut commencer. En adjo1- 
gnant cette racine carrée à l'équation proposée, on réduit 
à 12 (théorème VIT) l’ordre du système conjugué propre 
à l'équation, lequel devient alors égal au produit des trois 


1, (4, b)(c, d), 
1, (4 cl PSE 
CB ent NT aNCN 


Maintenant, par l'extraction d’une racine cubique, on 
réduira à 4 l’ordre du système propre à l'équation, ce 
système est le produit des deux 


(00, b(c, d), 
1, en aitera): 


L'extraction d’une racine carrée réduira à 2 l’ordre du 
système qui deviendra ainsi 


1, Ca pile dt 


enfin, par une dernière extraction de racine carrée, le 
système propre à l’équation se réduit à l'unité; alors 
l'équation est résolue. 


Suite des recherches de Galois. — Applications aux 
équations irreéductibles de degré premier. 


587. Les applications de la théorie que nous venons 
d'exposer offrent encore bien des difficultés (!). Nous 


(*) M. C. Jordan a présenté à l’Académie des Sciences des recherches 
nouvelles sur ce sujet. 
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nous bornerons à celle que Galois en a faite aux équa- 
tions irréductibles dont le degré est un nombre premier. 


Lemme. — Une équation irréductible de degre pre- 
muer ne peut devenir réductible par l'adjonction d'un 
radical dont l'indice serait autre que le degré méme de 
l’equation. 


En effet, supposons que l'équation irréductible 
(1) | f(x) =, 


de degré premier n, devienne réductible par l’adjonction 
d’un radical. Comme l'extraction d’une racine de degré 
composé se ramène à des extractions successives de ra- 
cines de degrés premiers, on peut supposer que l’indice 
du radical dont il s’agit est un nombre premier. Seule- 
ment, si la quantité soumise à ce radical ne fait pas partie 
des quantités actuellement connues, on devra la regarder 
comme adjointe à l'équation. 

Cela posé, soit #2 le plus petit nombre premier tel, 
que l'équation (1) devienne réductible par l’adjonction 
d’une racine d’une équation de la forme 


(2) Ex Parc à 


À étant une quantité connue ou une quantité dont l'ad- 
jonction laisse l'équation (1) irréductible. Les racines 
de l'équation 


(3) is 


peuvent être regardées comme faisant partie des quan- 
utés connues, h ce sens que ces racines s’obtiennent par 
des extractions de racines de degrés inférieurs à mn, et 
que, d’après notre hypothèse, leur connaissance ne suffit 
pas pour effectuer la réduction de l’équation. 

Soient 7 une racine de l’équation (2) et « une racine 
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primitive de l'équation (3); les racines de l’équation (2) 
seront 


D] — 
7 CTI Ts D ee TR 


Maintenant, si l’adjonction de r réduit l’équation (1), 
soit o(x, r) le diviseur irréductible de f(x) qui a le 
moindre degré; le polynôme f(x) sera divisible par 
chacune des fonctions 


pla r), pas ar), ..., p(a, air). 


Le produit de ces diviseurs est une fonction symétrique 
des racines de l'équation (2), et, par suite, il est expri- 
mable rationnellement par les quantités connues; d’ail- 
leurs ce produit ne peut s’annuler que pour les valeurs 
de x qui satisfont à l'équation (1); donc, puisque cette 
équation est irréductible, le produit dont il s’agit est né- 
cessairement une puissance de f(x), et l’on a 


(4)  [x)M oc, rjp(xs ar)... p(x, er). 
S1 les deux équations 
pla ar) 0) Ro) Cr 0 


ont une racine commune, elles ont toutes leurs racines 
communes; car, si le contraire avait lieu, les premiers 
membres de ces équations auraient un diviseur commun 
d(x,r) qui serait rationnel relativement aux quantités 
connues, et p(x, 7) ne serait pas le diviseur de f (x) du 
degré minimum. 

Alors, si l’on extrait la racine g*"° des deux membres 
de la formule (4), on aura un résultat dé’ la forme 


(5) 47lz) —ofxs;r)'ele, erlo(r, 67) 00 2e 


æ,6,..., € désignant des racines de l'équation (3). Mais, 
e degré de f(x) étant un nombre premier, la formule (5) 
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ne peut avoir lieu que si les polynômes ® sont du premier 
degré, et la formule (4) montre que m est divisible par n; 
d’ailleurs m est premier: donc onam = n. 


CoroLLarre. — Une équation irréductible de degré 
premier ne peut devenir réductible, à moins que le sys- 
tème conjugué qui lui est propre ne se réduise à ba seule 
substitution égale à l'unité. 


En effet, d’après le lemme précédent, si l'équation pro- 
posée se réduit, son premier membre se décompose en 
facteurs linéaires, et, par suite, elle se trouve résolue. 


988. Il nous reste à faire connaître les théorèmes par 
lesquels Galois a exprimé la condition de résolubilité des 
équations de degré premier. 


THéorëme 1. — Siune équation irréductiblef(x)=— 0, 
d'un degré premier n, est résoluble par radicaux, ses 
n racines pourront étre représentées par x; | l'indice z, 
pris suivant le module 7, devant être réduit à l’un des 
nombres 0, 1,2, ..., (n—1)], de telle manière que le 
système conjugué actuellement propre à l'équation ne 
renferme que des substitutions linéaires et entières, 
az + .) 


c'est-à-dire des substitutions de La forme 
Z 


a et b étant des constantes. 


En effet, l’adjonction successive de quantités radicales 
réduira, par hypothèse, à l’unité le système conjugué 
propre à l'équation, et, d’après le lemme précédent, cette 
équation restera irréductible jusqu’à la dernière adjonc- 
tion. Celle-ci, qui est celle d’un radical d'indice #, opère 
non-seulement la réduction, mais encore la résolution de 
l'équation (n° 587), et, d’après le théorème du n° 580, 
elle divise par z l’ordre du système conjugué propre à 
l'équation. 
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Donc, immédiatement avant d’être réduit à l’unité, 
l'ordre du système propre à l’équation sera égal à 7. 
Mais, quand l’ordre d’un système conjugué, relatif à un 
nombre premier 7 de lettres, est égal à 7, le système 
se compose des puissances d’une substitution circulaire 
d'ordre 7 (n° 426, corollaire IIT); donc l’avant-dernier 
système propre à l’équation sera formé par les puissances 
d’une substitution qui sera représentée par 


2 
Ja) 


si les z indices ont été convenablement distribués entre 
les 7 racines. En d’autres termes, le système dont il s’agit 
se composera des 7 substitutions linéaires de la forme 


Ç Da 
) : 
Z 
où l’on doit donner à b n valeurs congrues aux nombres 


Ou 14, ATEN) 


suivant le module », les indices étant pris, comme nous 
l'avons dit, suivant le même module. 

Cela posé, je dis qu’en remontant de cet avant-dernier 
système jusqu’à celui qui est actuellement propre à l'é- 


quation, on ne rencontrera dans chaque système que des 


substitutions linéaires et entières de la forme 


az +- b 

Z 
Cette proposition étant établie à l'égard de l’avant-dernier 
système, 1] nous suffit de démontrer que, si elle alieu pour 


un système quelconque l', elle subsiste pour le système G 
qui précède immédiatement T dans l’ordre des réduc- 


tions. À cet effet, remarquons que, si F n’est pas l’avant- 


DST, 
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dernier système, 1l renferme néanmoins les substitutions 
de celui-ci; soit S; l’une d’elles, on aura 


z 6 
De | an }» 
% Z, 


6 étant l’un des nombres 1, 2, 3, ..., (n— 1). Mainte- 
nant, si l’on désigne par T l’une quelconque des substi- 
tutions de Gr, on aura, quel que soit i, par le théorème 


du n° 581, 





TS;T_; — S j3 ou TS; = S ; dk 


S ; étant une substitution de F: cette égalité exprime que 
S ; est une substitution semblable à S;; en conséquence, 
cette substitution est circulaire. Or, d’après notre hypo- 
thèse, le système T ne renferme que des substitutions 
linéaires et entières ; 1l s'ensuit que ce système ne peut 
avoir deux substitutions circulaires S;etS; d'ordre 7 qui 
ne seraient pas puissances l’une de l’autre, car autrement 
il contiendrait les »? produits de la forme SSf qui 
seraient tous distincts, et cela est impossible, puisque le 
nombre total des substitutions linéaires est seulement 
n (n—1). Ainsi S; est une puissance de S;, et l’on a 


. z+.4 
= | a 


F(z)\ 
(re 
Zz 
on aura 


rs (°° VUE ST — th HAT 


Posons 


Z 
et, par conséquent, 
F(z2+6)—F{z)+a; 


si l’on remplace z successivement par z+4+6,z+926,..., 
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z + Z£, 1l viendra 


A se Fe OO RSR AS RE 
F(z+Z6)—F(2+6)+{(Z—1)a=F(z) +Za; 
enfin, si dans la dernière de ces égalités on pose 6 =1, 

z=0, F(o)= 6, on aura 

F(Z)— az + b, 
a et b étant des constantes. Ainsi le système G ne ren- 
ferme que des substitutions de la forme 


az + b 
HE 


Cette conclusion s'applique en particulier au système qui 
est actuellement propre à l’équation. 


989. Taéorkme Il. — Réciproquement, si le système G 
actuellement propre à l'équation irreductible f(x)= 0 
de degré premier n ne renferme que des substitutions de 


la forme 
és 
9 
& 


l'équation est résoluble algebriquement. 
En effet, désignons par & une racine de l’équation 
x — 1 
(1) —— = 0, 
Hire | 


et par r une racine primitive pour le nombre premier #; 
posons en outre 


NE (to Hat" Hors Hi Harris Le 

AIT (ro ar, Here, +...+atTi LE 
the (to Hamas E d'irers UNS an Z(n1}r°)" 

COL RC CAEN EUR NN D PA A2 YO VOUS DU DA LE PS D 2 TR NL ON A LC MN M, à 7 © | 0.0.9, 01H me 7p 9 


s o TA \ 
X yn—3 — (To + Gr ns + Gants +. + a! rATRe 118) 


SECTION V. — CHAPITRE V. 671 


Toute substitution du système G est le produit d’une 
puissance de la substitution 


(3) (553) 


par une puissance de la substitution 


( Wir 
Les quantités 


(5) X:, NCAA X,2, 9 X ,n-2 


sont invariables par la substitution (3) (n° 494), et elles 
sont déplacées circulairement par la substitution (4); 
donc toute fonction £ des quantités HD qui reste inva- 
riable par la substitution (4) effectuée sur les indices 
des fonctions X, est une fonction des racines xo, di, .…, 
Ln_1 Qui estinvariable parles substitutions du système G; 
par conséquent (n° 578), cette fonction Æ est rationnel- 
lement connue. 

En particulier, si l’on désigne par À une racine de 
l'équation 
(6) CR EXO 
et que l’on fasse 

EX +AX, HAX,: +... AIX na — 5, 


la quantité # sera connue; donc la quantité 


n 


GI] 


MAX XX sp... AUX mi Ÿ 


sera elle-même connue après l'extraction d’une racine de 
degré ñn —1. 

En prenant successivement pour À chacune des racines 
de l’équation x7!—1=0, on aura 7 —1 équations qui 
feront connaître les quantités (5); ensuite, si l’on extrait 
la racine n°°"° des équations (2), on aura un système de 
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n —1 équations du premier degré qui détermineront 
les z racines x, puisque la somme de ces racines est 
connue. 

Ainsi l'équation proposée est résoluble algébrique- 
ment dans notre hypothèse. 


990. Au moyen des théorèmes qui précèdent, Galois a 
pu énoncer, comme 1l suit, la condition de résolubilité 
des équations irréductibles de degré premier. 


Taéorëme IL. — Pour qu'une équation trreductible 
de degré premier soit résoluble par radicaux, il faut et 
il suffit que la xésolvante de Lagrange ait une racine 
rationnelle. 


En effet, cette résolvante de degré 1, 2,3,...,(n—) 
a pour racines les diverses valeurs que prend, par les 
substitutions des racines x, une fonction symétrique des 
quantités (5) du n° 589, par exemple la fonction 


(X 2 XI RER NES RE 


où X représente une indéterminée. Or il résulte des 
théorèmes I et IT que, si la proposée est résoluble, cette 
quantité est connue quel que soit X ; donc la résolvante 
dont elle dépend doit avoir une racine rationnelle. 
Réciproquement, si la résolvante à une racine ration- 
nelle, la proposée est résoluble ; car, dans ce cas, la fonc- 
tion que nous venons de considérer est connue, quel que 
soit X : c’est la racine rationnelle de la résolvante: or 
cette fonction n'est invariable que par les seules substitu- 
az + b\ 


tions de la forme 
Z 


) : donc le système propre à l’é- 
quation ne renferme que de telles substitutions(n° 583), 
et par conséquent (n° 901) l'équation proposée est ré- 
soluble. 
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591. La condition de résolubilité que nous venons de 
trouver peut encore être formulée d’une autre manière : 
tel est l’objet des propositions suivantes : 


THéorÈme IV. — Si une équation irréductible de de- 
_gré premier est résoluble par radicaux, les racines 
sont toutes exprimables en fonction rationnelle de deux 
quelconques d’entre elles. 


En effet, d’après le théorème I, le système conjugué 
qui est actuellement propre à l'équation ne renferme que 


des substitutions de la forme (: as +) + Or une telle sub- 


stitution, qui ne se réduit pas à l'unité, déplace les 7 in- 
dices si a = 1, et elle déplace 7—1 indices si a est 
différent de r. Il résulte de là que, si l’on adjoint à l’équa- 
tion deux racines 

Las T6) 


le système propre à cette équation ne pourra plus con- 
tenir que la seule substitution égale à l'unité; car, d’après 
le théorème du n° 583, les substitutions de ce système ne 
peuvent déplacer les indices & et 6. Donc, les racines x, 
et re étant regardées comme connues, toutes les autres 
racines sont en même temps rationnellement connues. 


992. Taéorëme V. — féciproquement, st toutes les 
racines d'une équation irréductible de degré premier 
sont exprimables rationnellement en fonction de deux 
quelconques d’entre elles, l'équation est résoluble par 
radicaux. 


En effet, soient x,, x. deux racines quelconques de 
l'équation proposée 
(1) Tete. 
Soient G le système conjugué actuellement propre à 
l'équation, F ce qu'il devient après l’adjonction de x, et 
S. — Alg. sup., U. 43 
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avant celle de xe. Soit aussi 
(2) F(V) 0 


l’équationirréductible quenous avons nommée résolvante 
et dont le degré exprime l’ordre du système G. 

L’équation (2) devient réductible par l’adjonction 
de x,, car soit V, l’une de ses racines, x, est exprimable 
en fonction rationnelle de V,; et si l’on pose 


Lx os 


on pourra supposer (n° 182) que Y soit une fonction 
entière de degré inférieur à F (V). La racine V, est ainsi 
commune à l'équation 


YIV)— ra = 0 


et à l'équation (2); par conséquent celle-ci cesse d’être 
irréductible. Mais alors la réduction s’opère (n° 580) 
par la décomposition de F(V)en p facteurs du même 
degré, p étant un diviseur du degré de l’équation auxi- 
liaire irréductible dont dépend la racine adjointe. Ici 
cette équation auxiliaire n’est autre que la proposée elle- 
même dont le degré est le nombre premier z; par consé- 
quent on a p—n. Ainsi l'ordre du système T est la 
nième partie de l’ordre G. 

Passons à l’adjonction de la racine x4. La racine x, fai- 
sant actuellement partie des quantités connues, la ra- 
cine x, qu'il reste à adjoindre, est racine d’une équa- 
tion irréductible 
(3) fi(æ, Ze) = 0, 

JET ou 
LT — Le 
à un diviseur rationnel de ce quotient, et, par hypothèse, 
l'adjonction de x; doitréduire à l’unité le système propre 
à l'équation, lequel est actuellement F. Mais, en vertu 


dont le premier membre est égal au quotient 
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du théorème du n° 580, par l’adjonction dont il s’agit, 
l’ordre du système propre à l’équation est divisé par un 
facteur m du degré de l’équation auxiliaire, lequel est au 
plus égal à 7 — 1 ; donc l’ordre de Fest égal à m, et par 
suite l’ordre de G est égal à 2m. 

Le système G ne peut renfermer une substitution qui 
laisserait deux indices immobiles, car, les racines étant 
exprimables rationnellement par deux quelconques 
d’entre elles, supposons que l’on ait 


Do: Te) ii N | te tels Li — oz, Te), 03 


les différences 


Ty pÜres Te), Ta X(Tu Te), 
sont actuellement connues, puisqu'elles sont nulles; or 
une substitution autre que l’unité, qui laisserait immo- 
biles les indices & et 6, ferait varier quelques-unes de 
ces différences. Une telle substitution ne peut donc 
appartenir à G4{n° 578), et, par suite, à F. 

Maintenant le système [se compose de celles des sub- 
stitutions de G qui ne déplacent pas l'indice «& (n° 583); 
donc il y a dans G, outre l’unité, m — 1 substitutions qui 
laissent l'indice & immobile, et, comme on peut en dire 
autant des autres indices, on voit que le système G ren- 
ferme (m—1)n+1ou mn—{(n—1)substitutions qui ne 
déplacent passimultanémentlesnindices.Donclenombre 
des substitutions de G qui déplacent tous les indices est 
égal à 7 — 1 ; je dis que ces substitutions sont circulaires 
et puissances les unes des autres. En effet, soit T l’une 
de ces substitutions; décomposons-la en cycles, et soit 


À nn CCG. CEE] 5 
l’ordre de T est un divrseur de rm; si donc T ne se ré- 


duit pas à un cycle unique d’ordre n, l’ordre de cette 
substitution sera égal à un diviseur d de m7. Dans notre 


Lu 
Ds 
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hypothèse la substitution T déplace toutes les racines : 
elle n’a donc pas de cycles du premier ordre, et elle est 
irrégulière, puisque le nombre n» des lettres est premier. 
Soit 9 l’ordre du cycle le moins élevé; la substitu- 
tion T° laissera deux lettres au moins immobiles : donc 
elle ne peut appartenir à G; par conséquent la substi- 
tution T ne peut elle-même faire partie de G. 

Ainsi le système G renferme une substitution cireu- 
laire T de l’ordre 7, et les puissances de T sont les 
seules substitutions de G qui déplacent tous les indices. 
Alors, si l’on désigne par 
(x) LS SOS ee ON 


les substitutions de T, on obuendra le système G en 


multipliant les substitutions (1), soit à droite, soit à 
gauche, par le système conjugué 


(2) LT OT UMA ENTREE 
formé des puissances de ‘TT. Deux des produits ainsi 
obtenus sont en effet distincts et ils font partie de G. 


Cela étant, on peut distribuer les indices 0, 1, 2, ... 
des lettres x de manière que la substitution T soit 


T — ê + .) 
Z 
Désignons alors par | 
mA 
z 


une substitution quelconque deG; la substitution UTUT! 
semblable à T fait partie de G, elle est circulaire, et elle 
coïncide, d’après ce qui précède, avec l’une des puis- 
sances de T ; ainsi l’on a 

CD ELESTE OA UTEATETS 
a étant un exposant convenable. C:1:c égalité revient 


F(z2+1)=F(:)+ai 
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remplaçant successivement z par 241, z2+2, ...; 
z + Z, on trouve 


Fi: +2Z Fiz\+az,; 


= 
faisant enfin z—0,F(0o)— b,1l vient 


EEZ — aZ + b : 
ainsi le système G ne renferme que des substitutions de 


la forme az + b; donc l'équation proposée est résoluble 
d’après le théorème IT. 


593. La théorie que nous venons d’exposer fournitune 
démonstration nouvelle de l’impossibilité de résoudre 
algébriquement les équations générales au delà du qua- 
trième degré. Effectivement, dans le cas de l'équation gé- 
nérale du cinquième degré, la condition du théorème 1V 
n'est pas remplie, et par conséquent l’équation n’est pas 
résoluble. L’impossibilité de résoudre l'équation générale 
du cinquième degré entraîne d’ailleursla même impossibi- 
lité à l’égard des équations générales de degré plus élevé. 


Recherches de M. Hermite. 


994. Il ne sera pas inutile de présenter ici une analyse 
remarquable que M. Hermite m'a communiquée, et qui 
a pour objet la démonstration de ce théorème de Galois : 


Etant données deux quelconques des racines d’une 
équation irreductible de degré premier, soluble par 
radicaux, les autres s’en déduisent rationnellement. 

Lemme 1. — Évoient 

Elie) == (0) 
une équation irréductible de degré quelconque n, et 
Toy Lip Los es ln 


ses n racines. Si toutes Les fonctions des racines in- 
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variables par les substitutions de la forme xx, Ty 
k +1 ge ; : ; à 

ou ; (les indices étant pris comme fait Galois, 


suivant le module nr) sont rationnellement connues, on 
pourra déterminer rationnellement une fonction en- 
tière o(x) du degré n — 1, telle que l'on ait 


m=p(r) mem), mp (ra) TP 
On a, en effet, 
F(a)=(e—)(æ— 2) ce. (2— su) 
et, si l’on pose 


pipe F(z) ue Fix) Th ENREE F(x) 0 
ñ D GE 26 en mt) ] x — ly_1 F'(Zn-1) 


il est évident que o(x) sera une fonction entière du de- 
gré n — 1 en x et que ses coefficients seront des fonctions 
des racines invariables par les substitutions de la forme 
Lky Lips; ON Voit aussi immédiatement que l’on a 


DT trs, pli) =Z .. 
ce qui démontre la proposition énoncée. 


999. LeME II. — Si une équation irréductible de de- 
gré premier n est telle, que toutes les fonctions des ra- 
cines invariables par les substitutions de la forme xx, 
Xr41, et de la forme xx, xx, p désignant une racine 
primitive de n, soient rationnellement connues, on 
pourra déterminer rationnellement une fonction en- 
tière de ç (x) de degré n —1, telle que l'on ait 


[æs + 1e + re +. + A 2x ni js y (x), 


(ro+dhe HVreus Hs + ren Ji o(x)), 


0 .De,s © se eue 8 le, Pi 0 Se 1e Ph e S,07e, 0 078 ee -2,1/005, 5940/2170 F RNA OS 


(nt gen + rente HN ir, 1) Ti @ (rx H)> 


“ef 


) 
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les indices étant pris toujours suivant le module n et À 
désignant une racine de l'équation binôme À7-1 = 1, 


Pour démontrer cette proposition, nous ferons voir 
que le système des équations linéaires ainsi posées entre 
les coefficients indéterminés de la fonction ® n’est pas 
altéré lorsqu’à la place d’une racine quelconque x4 on 
met Xx4, et aussi quand on remplace x4 par x,K. 

Le premier point est évident, puisque chaque équa- 
tion se déduit de la précédente en ajoutant une unité 
aux indices des racines, et qu’en opérant de la sorte sur 
la dernière on reproduit la première. 

Le second point se vérifie aussi immédiatement par 
rapport à l'équation 


(x + 2. + )? Lo? + ER 2 _— 1 ares =, g (to) 
car la (7 — E}ioms puissance de la fonction linéaire 
Li + 12, + xs HR... + Air 


ne change pas quand on multiplie cette fonction par à; 
or cela revient à multiplier les indices des racines par p, 
ce qui ne change pas non plus le second membre o(xs). 
Mais les autres équations du système ne se comportent 
plus de même. Dans l’une quelconque d’entre elles 


—1 — \ 
(Ti4a + \Tota + Ta + + ni Te = 4 (Ta) 


faisons a = p* (mod. »), ce qui est possible, puisque « 
re reçoit plus la valeur zéro; il viendra 


(aie + Argrgs + Noos + + Main) TT q(iret), 


et, en multipliant les indices par p, 


(2! (rer + À Toi+gu+1 +)? Lt Hess + À re Len sen+)r—1 ss p(areu+s)e 


€ 
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Or la (7 — 1) puissance de la fonction linéaire 
Lototti HE Adour 7, AN RER 


ne change pas quand on multiplie cette fonction par ); 
au lieu de l’équation (2), on peut donc écrire la suivante: 


(ant, ui + Xeon + More uti +. 


LL AIT3 Loh—7 4 l 10 == 9 (rçu+1 }. 


Or, en remarquant que p"-'=1 (mod. 7), on reconnaît 
que celle-ci se déduit de l’équation (1) par le change- 
ment de u en u +1. 

Il suit de là que la substitution x4, xx ne fait que 
permuter circulairement nos équations, rangées, à partir 
de la deuxième, suivant l’ordre des valeuss croissantes 
de g. En les résolvant par rapport aux coefficients de ®, 
on sera conduit à des fonctions rationnelles des racines, 
invariables par les substitutions xx, æxys et x, æ,r3 de 
sorte que ces coefficients s’exprimeront bien rationnelle- 
ment, comme nous l’avons annoncé. Notre lemme est 
donc démontré, et l’on en déduit le suivant : 


996. Lemue III. — Si une équation de degré premier 
est résoluble algébriquement, l'équation de degré 
moindre d'une unité, qu'on forme en divisant son pre- 
mier membre par un de ses facteurs linéaires, appar- 
lient à la classe des équations abéliennes. 


En effet, relativement à l'équation de degré n —1, 
qu'on obtient par la suppression du facteur x — x,, et 
dont les racines ont été représentées par 


Litos Loto Lotus ces Tps 


on connaît rationnellement la fonction résolvante 


(x + À To+a —- Ta —- sd. —+- Mrs) 
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597. Les trois lemmes que nous venons de démontrer 
permettent maintenant d'établir très-aisément le théo- 
rème que nous avons en vue. Faisons pour un instant 


Toh+a = Ge 


Puisque nous connaissons (lemme IT), en fonction ra- 
tionnelle de x,, l'expression 


(X, 2 jé 1X; + 2 X3 Ge MX, ) TT, 


nous devons pareillement regarder comme connue toute 
fonction rationnelle des racines X4, invariable par les 
substitutions de la forme X4, X4,,. Cela nous place dans 
les conditions du lemme 1; ainsi nous pouvons former 
une fonction 9 telle qu'on ait généralement 


Xy21 a. p(Xx). 


D'ailleurs, les coefficients de cette fonction s’exprime- 
ront rationnellement par les quantités connues et la ra- 
cine x, ; de sorte qu’en mettant cette racine en évidence 
nous aurons 


Ni ol X has OU ut, = o(rk,s, x). 


Or on peut prendre p*=6, 6 étant un entier arbitraire, 
mais essentiellement différent de zéro; il vient ainsi 


Cette équation exprime précisément la relation que 
nous nous proposions d'établir; elle montre très-facile- 
ment comment toutes les racines s'expriment de proche 
en proche, au moyen des deux racines arbitraires x,, 
se, et met immédiatement en évidence dans quel ordre 
elles naissent ainsi les unes des autres. 


098. Il est aisé de démontrer que, réciproquement, la 
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relation précédente, admise entre trois racines æ,, ee) 
La+,6» Entraîne la résolution par radicaux de l’équation. 


À cet effet, soient 8 une racine de l'équation binôme 
LA ISECE 


F(6)— (29 + 07 + Pr, +... +0t-1r,n 


la fonction résolvante de Lagrange. D’après la propriété 
caractéristique de cette fonction, on pourra, sans altérer 


sa valeur, ajouter aux indices des racines un nombre 
entier arbitraire «, et écrire 


F ( ô) BE fre + EPA —- GR +. + QE TER Re ME 


Cela posé, soit 6 un autre nombre entier arbitraire, mais 
différent de zéro, et prenons 6, de manière qu’on ait 


66 —=1 (mod. »); 
on voit immédiatement que l’on a 
F! 0) — (dre + Ori —+- Br e —+- . = Gi La tn4538 #08 


ctil est clair qu'en employant la relation 





Lo6ta — (Tee Fe 


on pourra, par des substitutions successives, transfor: 
mer le second membre en une fonction rationnelle II de 
deux racines x,, X,,e, de manière à avoir 


F(6%0) — I re, Are) 


pour une valeur quelconque de l’indice arbitraire «. 
Cela étant, soit, comme plus haut, À une racine de 
l'équation binôme x#71 — 1, la fonction 


[ay Tate) + AU Xe Lakes) 
+ VII(xe, Laspte) + ee: + MIT Er Let" 2 CINE 


conserve la même valeur quand on met p6 au lieu de 6, 
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c'est-à-dire qu'elle est indépendante de la valeur attri- 
buée à 6. Chacun des termes dont elle se compose est 
d’ailleurs indépendant de æ; donc, en la transformant, 
au moyen de la relation 


Ta+26 = © Pre, Aa ls 


en une fonction rationnelle des deux seules racines x, 
et X,,6, Cette fonction devra se réduire à une quantité 
connue. Effectivement, si une fonction 


Ur dass, La 


conserve la mêine valeur, quels que soient les indices «& 
et 6, le second indice étant différent de zéro, on peutécrire 


n—\ n—1 


nir je » Ÿ (Tac, ii 
rat 1 à 


relation dont le second membre est une fonction symé- 
Haique dé toutes les racines %o, Xi, ..., Xn_1. 

Il résulte de là que nous pouvons regarder les nr —1 
quantités 


U 62 Lott)s Il AE LAN 0.3 Here, Ta+o"—t6) 


comme les racines d’une équation abélienne résoluble 
par l’extraction d’un seul radical de degré 7 — 1. Or, 
ces quantités une fois obtenues, nous connaissons, pour 
toutes les valeurs de 6, excepté 6 — o, la puissance n°" 
de la fonction résolvante F(6%); donc, par l'extraction 
de 7—1 radicaux du n\"° degré, nous aurons ces diverses 
fonctions résolvantes, et, par conséquent, les racines 
elles-mêmes. On sait d’ailleurs, par une observation 
d’Abel, que ces 7 —1 radicaux s'expriment rationnelle- 
ment en fonction de l’un d’entre eux et des quantités sur 
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lesquelles ils portent, quantités qui sont, comme nous 
venons de le dire, les racines d’une équation abélienne. 


Recherches de M. Kronecker. 


999. Je reproduirai ici, en terminant cet Ouvrage, la 
traduction textuelle d’un Mémoire de M. Léopold Kro- 
necker, communiqué par Lejeune-Dirichlet à la classe 
des Sciences mathématiques et physiques de l’Académie 
de Berlin, le 20 juin 1853 : 

« Les recherches entreprises jusqu’à présent sur la 
possibilité de résoudre les équations de degré premier, 
et particulièrement celles d'Abel et de Galois qui ont 
servi de point de départ à tous les travaux ultérieurs sur 
le même objet, ont eu pour principal résultat de con-- 
duire à deux critérium à l’aide desquels on pût juger si 
une équation donnée est résoluble ou non. Mais, à vrai 
dire, cescritériumne fournissaient pas la moindre lumière 
sur la nature même des équations résolubles. On ne 
savait même pas si, en outre des équations traitées par 
Abel dans le tome IV du Journal de Crelle, et de celles 
qui se ramènent immédiatement aux équations binômes, 
on ne savait pas, dis-je, s’il existait d'autres équations 
satisfaisant aux conditions données de résolubilité. En- 
core moins savait-on former de pareilles équations, et 
dans aucune recherche mathématique on n’en avait ren- 
contré. Ajoutons que ces deux théorèmes bien connus 
d’Abel et de Galois sur les équations résolubles étaient 
plus propres à en cacher la vraie nature qu’à nous la dé- 
couvrir, ainsi que je le montrerai plus particulièrement 
à l'égard de l’un de ces critérium. Le caractère propre 
des équations résolubles restait donc dans une sorte 
d'obscurité, et le seul travail qui jette quelque lumière 
sur ce point, savoir : une Notice d’Abel sur les racines 


CRT, 


AS 
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des équations du cinquième degré à coefficients entiers, 
semble avoir été peu remarqué, sans doute à cause de son 
objet tout spécial. Mais la question ne pouvait être com- 
plétement éclaircie que par la solution du problème sui- 
vant : Zrouver toutes les équations résolubles. Car, une 
fois cette solution obtenue, non-seulement on peut trou- 
ver une infinité de nouvelles équations résolubles, mais 
on a en quelque sorte devant les yeux toutes celles qui le 
sont, et à l’aide de la forme explicite de leurs racines on 
peut trouver et démontrer toutes leurs propriétés. 

» À ces remarques sur le but et le résultat de mes re- 
cherches, je dois ajouter que, pour rendre lasolution pos- 
sible, 1l fallait encore transformer complétement le pro- 
blème qui vient d’être posé. La manière de formuler la 
question est, en effet, de la plus grande importance, et, 
de peur que la brièveté ne nuise à la clarté, je m’étendrai 
un peu sur ce point. 

» Abel, dans un Mémoire dont nous ne possédons que 
des fragments (t. II, OFuvres complètes, n° XV), s’est 
proposé, entre autres problèmes, celui-ci : Zrouver l'ex- 
pression algébrique la plus générale qui puisse satisfaire 
à une équation algcbrique d'un degré donne. Si l’on 
ajoute à cet énoncé ce qui est nécessaire pour rendre la 
question déterminée, 1l comprend tous les problèmes 
qu'on peut se proposer sur la résolution des équations, 
et 1l est le plus général qu’on doive substituer à ce pro- 
blème impossible : Exprimer en fonction algébrique 
des coefficients la racine d'une équation de degré quel. 
congue. Mais, ainsi qu’on vient de le dire, il fallait 
rendre la question déterminée en précisant la manière 
dont l'expression cherchée doit dépendre des coefficients 
de l'équation ; il convient donc de la poser comme il suit : 


» Trouver la fonction la plus générale de quantités 
données quelconques À, B, C, ..., gui satisfasse à une 
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équation d'un degré donnée dont les coefficients sont 
des fonctions rationnelles de ces quantités. 


» Observons qu’on doit supposer ici l'équation irré- 
ductible relativement à À, B, C, .…., c’est-à-dire que, A, 
B, C, ... restant quelconques, l’équation ne doit pas 
pouvoir se décomposer en facteurs d’un degré moindre 
dont les coefficients soient des fonctions rationnelles de 
À, B, C, .... Cela posé, le problème précédent peut 


s’'énoncer de cette manière : 


» Ætant donné un nombre entier n, trouver la Jfonc- 

. , e ’ , * 
tion algébrique la plus générale de À, B, C, ... telle 
que, parmi les expressions qu'on en déduit en attribuant 
aux radicaux leurs diverses valeurs, il y en ait n dont 
les fonctions symétriques soient rationnelles en À, B, 


C, . 


» Ce nombre 7 est aussi le degré de l'équation qui a 
pour racines les x expressions dont on vient de parler : 
dans le cas où il est le premier, Abel, dans le Mémoire 
cité, est parvenu à donner les deux formes suivantes aux 
expressions algébriques cherchées. La première est 

1 2 ui 
(1) Pot + ffs) +. + fan(s)s À 
(tome II des OFuvres complètes, p. 204), où u désigne 
le degré supposé premier de l'équation, p, une fonction 
rationnelle de À, B, CG, .….,s une fonction algébrique des 
mêmes quantités, et /x (s) une fonction rationnelle de s 
et de A, B, C, .... La seconde forme, qu'on trouve à la 
page 190 du même volume, est 

1 1 1 


(2) Por RE RÉ EEER ES REA 


où p, est une fonction rationnelle de A, B, CG, ... et où 
Ri, R2, ... sont les racines d’une équation du degré 
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u — 1 dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
de A, B, C, ..….. M. Malmsten a donné de ces deux formes 
une démonstration étendue (t. XXXIV du Journal de 
Crelle), mais qui aurait besoin, si je ne me trompe, 
d’être complétée dans quelques-unes de ses parties. 

» IL est bien vrai que toute fonction algébrique, satis- 
faisant au problème proposé, doit pouvoir se mettre sous 
ces deux formes; mais ces formes sont encore trop géné- 
rales, c’est-à-dire qu’elles renferment des fonctions algé- 
briques qui ne répondent pas à la question. Je les ai donc 
étudiées de plus près, et j’ai trouvé d’abord que, parmi les 
fonctions renfermées dans la forme (2), celles qui satis- 
font au problème proposé doivent avoir la propriété non- 
seulement que les fonctions symétriques de R,, R:,... 
soient rationnelles en À, B, C, ... (ce qu’Abel a remar- 
qué), mais aussi que les fonctions cycliques des quantités 
R,, R:,.., prises dans un certain ordre (!), soient éga- 
lement rationnelles en À, B, C, ... : en d’autres termes, 
l'équation de degré u—1, dont R,, R:, ... sont les 
racines, doit étre une équation abélienne. J'entendrai 
toujours 1c1 par équations abéliennes cette classe parti- 
culière d'équations résolubles qu’Abel a considérées dans 
le Mémoire XI du premier volume des OEuvres com- 
plètes, et dont je supposerai les coefficients fonctions ra- 
tonnelles de À, B, CG, ..….. En désignant par x,, x, ..., 
x} des racines prises dans un ordre déterminé, ces équa- 
tions peuvent être définies soit en disant que les fonctions 
cycliques des racines sont rationnelles en A, B, C, ..., 
soit en disant qu'on a les relations 


GA rs 0 Frs M air.) TEA L 








(*) On nomme fonction cyclique de n quantités x,, x,, ..., x, l’ex- 
pression (x,+ax,+ax,+...1-a"-tx,}t, où « est racine de &" —1, 
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où (x )est une fonction entière de x dont les coefficients 
sont rationnels en À, B, C, .... Nous reviendrons tout 
à l'heure sur ces équations, dont la considération est du 
plus haut intérêt au point de vue de l’analyse et de la théo- 
rie des nombres, et aussi, comme on le voit, au point de 
vue de l'Algèbre proprement dite. 


» Un nouvel examen des formes (1) et(2) fournit encore 


une détermination plus précise des quantités R qui figu- 
rent dans la seconde. On doit avoir, en effet, 


3 Riz br CT 
(3) x (rx) 7e 


+1 7xpoe ee Tiqpu—os 


OÙ Ty lys +. Sont les u— 1 racines d'une équation 
abélienne quelconque du degré u—1, c’est-à-dire où les 
fonctions symétriques et les fonctions cycliques des quan- 
utés r (prises dans l’ordre des indices) sont rationnelles 
en À, B,C, ... où, de plus, F (r') est une fonction ration- 
nelle de r et de À, B, GC, ... et où enfin y, désigne le plus 
petit reste posilif de g”* suivant le module u, g étant une 
racine primitive de u. Si l’on substitue cette valeur deR, 
dans l’expression (2), on obtient une forme qui, non-seu- 
lement renferme toutes les expressions satisfaisant au 
problème, mais, ce qui est ici le plus essentiel, n’en ren- 
ferme pas d’autres. En d’autres termes, la forme ainsi 
obtenue vérifie identiquement une équation du degré u 
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de A, 
B, C, .…. Les autres racines s’obtiennent par la combi- 
naison des diverses valeurs des radicaux pi®"es dans la 
forme (2), de façon que la m'°%* racine z,, est donnée par 


la formule 
1 1 1 1 


rs (23 mn 2 m œ mr. ms 
(4) 2m = Po + On Ri + 082 RS + © RS +... + EAN RE 


w désignant une racine u*"%* imaginaire de l’unité, et les 
quantités R étant déterminées par la formule (3). 
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» De là il suit d’abord que, tandis que les fonctions 
symétriques des quantités z sont rationnelles en À, B, 
G, .…., les fonctions cycliques des mêmes quantités prises 
dans l’ordre des indices sont des fonctions rationnelles de 
À, B,C, ..., de rs, 72, ..., et de ©. On voit par là que 
toute équation résoluble algcbriquement d'un degre 
premier y est une équalion abélienne, quand on regarde 
comme connue une quantité Py qui elle-méme est racine 
d'une équation abélienne du degré p} —1, ou bien encore 
que les u racines d'une équation résoluble sont toujours 
liées entre elles de facon que l'on ait 


Ma | (24: Pi)» 23 —f| 22, Pa)» sRohers 31 NA GATAI 


où f (z, P,) désigne une fonction rationnelle de z, de p, 
et de À, B, C, ...(!), et où p, est la racine d’une équa- 
tion abélienne dont les coefficients sont des fonctions 
rationnelles de À, B, C, .... Cette relation entre les 
racines de toute équation résoluble est d’ailleurs la vraie 
source de la propriété assignée par Abel et Galois comme 
le caractère spécial des équations résolubles d’un degré 
premier, savoir : que chaque racine doit étre une fonc- 
tion rationnelledes deux autres. Parmi les conséquences 
intéressantes qui découlent des résultats précédents, je 
me bornerai à une seule : c’est que, la quantité r, étant 
racine d'une équation abélienne du degré 4— 1 et ne 
contenant que desradicaux dont les indices sont diviseurs 
de y — 1 ou pouvant être ramenée à n’en contenir que 
de tels, la racine elle-même de toute équation résoluble 





() J'ai fait dans ce passage quelques corrections qui m'ont été indi- 
quées par M. Krunccker lui-même. La quantité que nous représentons ici 
par p, se trouve désignée, à tort, dans les Comptes rendus de l’Académie 
des Sciences de Bertin, par la lettre r,. Cette nouvelle racine p, dépend 
de la racine r, d’une manière très-simple ; toutefois ces deux quantités 
sont différentes entre elles. 


S.— Ale. sup., IL 4 


690 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Le 


pourra s'exprimer par les radicaux dont on vient de par- 
ler et par des radicaux d'indice y. Abel (autant que je 
le sache) n’a fait cette importante remarque que pour 
u= 5, et, pour ce cas, il a donné la forme la plus géné- 
rale de la racine d’une équation résoluble (t. II des 
OEuvres complètes, p. 253). Mais il faut observer qu'il 
s’est borné, dans cette recherche, aux équations dont les 
coefficients sont des nombres entiers. 

» Le problème primitif est maintenant ramené, en 
vertu de l'équation (3), à trouver la forme la plus géné- 
rale de la quantité ou, pour mieuxdire, de l'expression r,. 
D'après ce qu’on a établi ci-dessus au sujet de rs, ro, …, 
ce second problème peut s'énoncer ainsi : 


» Le nombre n étant donné, trouver la forme la plus 
générale d’une fonction algébrique de À, B, C, ..., 
telle que, parmi les diverses expressions qui résultent de 
la combinaison des valeurs des radicaux dans cette 
fonction, il y en ait n dont les fonctions symétriques et 
cycliques (celles-ci étant relatives à un ordre déterminé 
des n expressions) soient rationnelles en À, B, C, .… 


» Et l’on voit que ce second problème, énoncé en gros 
pour ainsi dire, revient à trouver toutes les équations 
abéliennes, comme le problème primitif consistait, en 
quelque sorte, à trouver toutes les équations résolubles. 

» En traitant ce second problème, on se trouve ramené 
à distinguer les cas où 7 est un nombre premier, ou une 
puissance de nombre premier, ou un nombre composé 
quelconque ; mais ce dernier cas se ramène aux deux 
autres, car la solution du problème pour un nombre 
composé 2 s'obtient dès qu'on l’a résolu pour les cas où 
le degré de l’équation abélienne est une des puissances 
de nombre premier contenues dans 7. D'ailleurs, à part 
quelques complications, le problème n'offre pas plus de 


LA 
ui, At € 
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difficultés pour une puissance de nombre premier que 
pour ur nombre premier. Seulement, dans le cas le plus 
simple en apparence, où est égal au cube ou à une puis- 
sance plus élevée de 2, la méthode que j'ai employée avec 
succès dans tous les autres cas ne suffit plus à la solution 
complète du problème, et je n’ai pas encore trouvé la 
modification qu’elle exige alors. Comme la solution du 
problème primitif pour le nombre premier y exige la so- 
lution du second problème pour 2 = U—1,]e ne pour- 
rais donc, jusqu’à présent, donner le résultat complet 
que pour les nombres premiers u qui ne sont pas de la 
forme 8} + r. Il suffira, du reste, au but de cette com- 
munication préliminaire et pour éclaircir la matière, 
d'examiner ici le cas du second problème, où x est un 
nombre premier impair. Je ne donnerai pas seulement le 
résultat relatif à ce cas, mais j'indiquerai brièvement la 
méthode qui m'y a conduit, attendu qu’elle est extrême- 
ment simple et qu’elle fournit les principes essentiels 
pour la solution de ce second problème dans les auires 
cas, et aussi pour la solution du problème primitif. 

» En conservant les notations employées par Abel 
(dans le Mémoire n° XI déjà cité du tome I*"des OEuvres 
complètes), et en ayant égard à la définition déjà donnée 
des équations abéliennes, on peut énoncer comme il suit 
le problème dont 1l s’agit : 


» Trouver la fonction algébrique la plus générale 20 
de À, B, C, …, satisfaisant à une équation du ni°"° de- 
gré, et telle que cette fonction 2, et les autres racines z1, 
Z9, «.. 3n_4 de l'équation vériftent les relations 


Z1 —0(2), za =— 0 (1 }, ..., PE Etes 


où 9 (z) est une fonction rationnelle de z et de À, B, 


a] 


ns 


» Admettons que 2 soit un nombre premier, et, adop- 
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tant une notation introduite par M. Jacobi, posons 
EN ET PE Cm 
où désigne une racine ni°me Fe l'unité ; nous aurons 
(5) nz—(1,2)+a(a,z)+oe%(et,z) +... + ta z)S 


En suivant la marche tracée par Abel, on montrera en- 
suite que, pour tout nombre entier #, on a les équations 


(6) (a, 2} = (ce, z)ple), (a, 2} = (a, 2)p(œ), 
(2 TRE, z)o(a), ..… 


où (ax) est une fonction rationnelle de « et de À, B, 


" 
A9 +. 


» S1 maintenant on met pour x une racine primitive g 
du nombre premier », tellement choisie que g*7— 1 ne 
soit divisible par aucune puissance de » plus élevée que 
la première, on obtiendra des équations de cette forme 


(as cr 2e ere (a8”, z)f{af)} MORE 
(as, 2)8 — (a, z)f\ (4870 
Élevons la première de ces équations à la puissance g”"7?, 


la seconde à la puissance 973, et ainsi de suite, puis mul- 
tiplions-les membre à membre; il viendra 


(D (es ne (a) ras)... (at?) 


Posons à présent 

gi — 1 — mn, 
m n'étant pas divisible par 7, d’après la supposition pré- 
cédemment faite; nous aurons, en vertu de l’équa- 
tion (6), 


(a, 3)" 1 — — (x, z)rr = (a, z}o(æ)", 
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et, en substituant dans l'équation (7), nous trouverons 


COOL TIC es Ceres) 


résultat qui subsiste pour chacune des valeurs de «, 
comme on peut le démontrer, et qu’on meitra aisément 
sous cette forme 


Le 


1 1 Les 


: 2 RE 
(8) ur, z) — Fa”) À flan) SEAT ARE , MÉTRSRNNE liod (re 


\ 


» Ici il faut entendre par chacun des exposants frac- 
tionnaires contenus dans la parenthèse, non pas cetexpo- 
sant lui-même, mais son plus petit résidu positif relati- 
vement au module »; d’ailleurs F(«) désigne commef() 
une fonction rationnelle de & et de À, B, C, .... Cette 
expression de (æ”*, z)étant substituée dans l'équation (5 ), 
on obtient une forme que z, doit nécessairement avoir, 
et qui satisfait toujours au problème, quelles que soient 
les fonctions rationnelles de « et de A, B, GC, ... qu'on 
prenne pour f(x) etF(«). 

» La comparaison de ce résultat avec la forme générale 
donnée ci-dessus des racines d’une équation résoluble du 
degré g conduit à des propositions intéressantes; mais 
des conséquences plus intéressantes encore se tirent de 
la comparaison de l’expression(8),en y supposant que À, 
B, C, ... soient des nombres entiers, avec l'expression 
correspondante que fournissent certaines équations abé- 
liennes qui se présentent dans la théorie de la division du 
cercle, particulièrement avec la forme très-remarquable 
donnée pour {«, x) par M. Kummer (Journal de Crelle, 
t. XXXV, p. 363). Cette comparaison fournit en effet le 
théorème suivant, qui a lieu non-seulement pour un 
degré premier, mais dans tous les cas, savoir que : 


» Les racines de toute équation abélienne à cocffi- 
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cientsentiers peuvent étreexprimées rationnellement au 
moyen des racines de l'unité. 


» Ainsi ces équations abéliennes générales ne sont rien 
autre chose en réalité que les équations de la division du 
cercle. 

» Il existe une relation pareille entre les racines des 
équations abéliennes dont les coefficients sont des nom- 
bres complexes de la forme a + b x et les racines des 
équations qui se présentent dans la division de la lemnis- 
cate : on peut généraliser ce résultat et l’éténdre à toutes 
les équations abéliennes dont les coefficients contiennent 
des nombres irrationnels déterminés ei racines d’équa- 
ons algébriques. 

» J'ajoute encore une remarque : si l’on applique à la 
forme (3) le théorème précédent sur les racines des équa- 
tions abéliennes à coefficients entiers, on trouve que la 
racine de toute équation résoluble du degré àcoefficients 
entiers peut être regardée comme une somme de racines 
pièmes de nombres complexes rationnels formés avec les 
racines de l’unité. Ainsi la forme nécessaire et suflisante 
la plus générale de toute racine d’une équation résoluble 
du degré à coefficients entiers s'exprime au moyen de 
ces nombres complexes : toutefois, la recherche effective 
de cette forme exige une suite de propositions sur les 
nombres qui dépasseraient les bornes de cette commu- 
nication. » 


FIN DU TOME SECOND. 
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